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Das Davis-Putnam-Verfahren Beispiel

zum Davis-Putnam- Verfahren

S eine Menge von Klauseln.

1. Programm widerlege(S):

2. falls S =0, Ende (S ist erfillbar). Wir beginnen mit der Klauselmenge S
3. falls S keine Einerklausel enthalt, wahle eine Variable P ;
widerlege(Sp) ; widerlege(S-p). PLVv PV Py =PLV PV =Py

/. sonst wihle eine Einerklausel K € S —~P1V Ps ~P1V-oP3V Py
5. § = reduziere(K,S) P1V =P3 L

e Lasse alle Klauseln weg, die K als Literal enthalten,

e Lasse in allen iibrigen Klauseln das zu K komplementére Literal weg. Beim ersten Aufruf von widerlege(S) wird das Unterprogramm
6. falls 0 € S, Ende (S widerspriichlich), reduziere(—P,,S) aufgerufen.

sonst widerlege(5).
Sp=SU{{P}}, bzw. S.p = SU{{-P}}.

o o
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Beispiel Beispiel

zum Davis-Putnam- Verfahren zum Davis-Putnam- Verfahren
Sq:
Wir beginnen mit der Klauselmenge S PiV P 2PV Py
—“PiVP; =P1V-P3V P,
PiV P,V P =PV PV =Py PV —=Ps

PV P3 “P1V—=P3V Py

P1V—Ps P2 S; enthélt keine Einerklausel. Die Variable Py wird gewahlt und

Beim ersten Aufruf von widerlege(S) wird das Unterprogramm widerlege(51,0) und widerlege(S1,1) werden aufgerufen.
reduziere(—P,,S) aufgerufen und liefert Sy:

5170 . 5171 .
PV P PiV P
P1V P3 =P1V =Py ! 3 1 3
—PLV Py —P1V Py
PV P3 =P1V-P3V P,
P. \/ —P PV P; P11V P
-
! 3 -P1V-P3V P, -P1V-=P3V Py
blau = unverandert P1V =P3 P1V —P3
o P P o
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Beispiel Beispiel
zum Davis-Putnam- Verfahren zum Davis-Putnam- Verfahren
51,0 : 5170 :
P1V Ps Py V P3
PV Py PV Py
=Py V P3 -P;V P3
=PV -P3V Py =PV -aP3V Py
P1V —P3 P1V —P3
Py P
reduziere(P1,51,0) reduziere(P1,51,0): Die Klauseln werden gestrichen.

o o
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Beispiel

zum Davis-Putnam- Verfahren

5170 .

—P1V =Py
-P1V P3
“P1V—=P3V Py

reduziere(Py,51,0) fiihrt zu Sy p:

{ P4, P3,~P3V Py}

o
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FORMALE SYSTEME

Beispiel

zum Davis- Putnam- Verfahren

51’0 .

PV Py
PV P3
—P1V-P3V Py

reduziere(Py,51,0) flihrt zu Sy p:
{—Pa, P3,~P3V P4}

Der Aufruf von reduziere(Ps3, Sp) liefert

{_'P47 'D4}

Dann:
reduziere(Py, { Pa, —Ps}) = {0}

woraus die Unerfiillbarkeit von S; ¢ folgt. O
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Beispiel

zum Davis-Putnam- Verfahren

5170 .

PV Py
PV P3
—P1V-P3V Py

reduziere(Py,51,0) fiihrt zu Sp
{=Pa, P3, P35V Py}
Der Aufruf von reduziere(Ps3, Sp) liefert

{=Pa, P4}
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Beispiel

zum Davis-Putnam- Verfahren

51’0 . 51,1 .

P1V P3 P11V Ps3

=PV Py =PV =Py

=Py V P3 PV Ps

=Py V-=P3V Py =PV -P3V Py
PV =Ps PV =P

Py -Py

Jetzt kommt die Abarbeitung von widerlege(S;,1) an die Reihe.
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Beispiel

zum Davis-Putnam- Verfahren

S11:

Py Vv Ps3

PV Py
-P1V P;3
=PV -=P3V P,
PV —Ps3

-P;

reduziere(—Py, S1,1) entfernt die Klauseln, in denen —=P; vorkommt . ..

o
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FORMALE SYSTEME
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FEin Numerisches Verfahren

Gegeben: eine KNF A = Dy A -+ A Dy
U; entstehe aus D;, indem:

P; ersetzt wird durch  Xj,
-P; durch (1-X;)
\% durch +

U(A) ist die Menge der Ungleichungen

U; > 1 fir alle i

und
0 < X; <1fiir alle j

o
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Beispiel

zum Davis-Putnam- Verfahren

51’1 .
P1V Ps
P11V —P3

. und streicht in den restlichen P;.

Das liefert
{Ps3, =P}
woraus im nachsten Schritt
{00}
entsteht,

woraus die Unerfiillbarkeit von S1 1 und damit insgesamt die
Unerfiillbarkeit von S folgt.

FORMALE SYSTEME

PROF. DR. BERNHARD BECKERT WINTER 2008/2009

Theorem

Theorem

A ist erfiillbar
gdw

das Gleichungssystem U(A) in den ganzen Zahlen losbar ist.
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Beispiel

Fiir
E=(P1VP)AN(PLV—P)A(=P1LV P2)A(=P1V —P)

ergibt sich U(E):

X1+X>1 X1+(1-X2)>1
1-X)+Xo=>21 (1-X)+(1-X)=>1
0<X<1 0<X,<1

o
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Beispiel

Fiir
E = (Pl V P2) A (Pl V _\P2) A (—|P1 V P2) A\ (—\Pl V —|P2)

ergibt sich U(E):

X1+ Xo>1 X1 —Xo>0

Xo—X120 X1+ X2 <1

0<X1<1 0<X<1
Weiter vereinfacht:

X1:X2 X1+X2:].

0<X1<1 0<X<1

Dieses Gleichungssystem ist unlésbar mit ganzen Zahlen.

o
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Beispiel

Fiir
E = (Pl Vv P2) A (P]_ V —\P2) A\ (—\Pl V P2) A (—\Pl V —\PQ)
ergibt sich U(E):

X1+X>1 X1+(1-X2)>1

(1-X)+X>1 (1-Xi)+(1—X)>1

0<X <1 0<X2<1
Vereinfacht:

X1+ Xo>1 X1 —Xo>0

X2—X120 X1+X2§1

0< X3 <1 0< X, <1

FORMALE SYSTEME

PROF. DR. BERNHARD BECKERT WINTER 2008/2009

Léosbarkeit in den rationalen Zahlen

Die Gleichungen

X1 =X X1+Xo=1
0<X;<1 0<X,<1

sind allerdings |6sbar fiir rationale Zahlen.
Theorem
U(S) besitzt keine rationale Lésung

gdw
aus S ist mit 1-Resolution O herleitbar.

FORMALE SYSTEME
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Beweis (1)

Sei S eine Menge von Klauseln, aus der mit 1-Resolution die leere Klausel
O nicht herleitbar ist. Dann gibt es eine konsistente Menge ML von
Literalen und eine nicht leere Menge von Klauseln So ohne Einerklauseln,
so dass S erfiillbar ist genau dann, wenn ML U Sy erfiillbar ist. Ordnet man
den positiven Literalen in ML den Wert 1, den negativen Literalen in ML
den Wert 0 und allen anderen Atomen den Wert % zu, so sind alle
Gleichungen in U(MLU Sp) erfiillt und damit auch alle Gleichungen in dem
urspriinglichen U(S).

o
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Beispiel 2

Dieses Beispiel ist die Ubersetzung der Klauselmenge S, die wir schon bei
der Vorstellung des Davis-Putnam-Verfahrens betrachtet hatten.

S =

PiV P,V P =P1VPyV =Py
PV P3 “P1V-P3V Py
P11V —P3 -P;

o
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Beweis (2)

Kann man aus S mit 1-Resolution die leere Klausel herleiten und ist ML
die Menge der Literale, die dabei als Einerklauseln auftreten, dann ist eine
Belegung b der Variablen mit rationalen Zahlen eine Lésung fiir U(S)
genau dann, wenn b eine Losung fiir U(ML) ist. U(ML) enthélt aber nur
Gleichungen der Form x =1 oder x = 0, so dass jede Ldsung eine
ganzzahlige Losung ist. Da aus ML auBerdem [ ableitbar ist, existiert
auch keine ganzzahlige Losung.
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Beispiel 2
Fortsetzung
u(s) =

X1+ X + X3 > 1

X1+ X - Xy > -1

X1 + X3 > 0

X1 - X3 + Xu > -1

X1 - X3 > 0

- X > 0

0< X17X27X3)X4 <1
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Beispiel 2

Fortsetzung

X1 + X + X3 > 1
-Xi + X2 - X4 > -1
-X1 + X3 > 0
—-X1 - X3 + X4 > -1

X1 - X3 > 0

- X > 0

0 < Xl)X27X3)X4 <1
Aus der letzten Ungleichung folgt sofort X, = 0. Aus der dritten und
vorletzen Ungleichung folgt X; = Xj.
Eingesetzt in das Gleichungssystem ergibt sich:

>
-X1 - X3 =
>

1
-1 0< X, Xs<1

-1 O
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Beispiel 2
2X1 > 1
-Xi = Xs > -1 0< X, X <1
=2X1 + Xy > -1

Aus der ersten Ungleichung folgt X; =1
Eingesetzt in die beiden folgenden Ungleichungung ergibt sich

- X

0< X, <1
+ X4 ==

ARV
—

Dieses System ist sicherlich unerfiillbar.

o
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Beispiel 2
2X1 > 1
-X1 = X3 > -1 0< X, X<1
2X1 + Xy > -1

Aus der ersten Ungleichung folgt X; =1
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