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Aufgabe 1 - Dreifaltigkeit (5.5 Punkte)
Gegeben sei die Sprache

L ={w € Zj, | Numjo (w) ist durch 3 teilbar} .

a) Geben Sie 3991 mod 3,43 mod 3 und 437 mod 3 an. (0.5 Punkte)

b) Geben Sie die Menge X aller x € Zg an, fiir die gilt: Num; (wx) mod 3 =
Num;(w) mod 3 fiirallew € Zj,. Begriinden Sie Ihre Antwort. (0.5 Punkte)

c) Geben Sie die Menge X aller x € Zj an, fiir die gilt: Numjo (wx) mod 3 =
(Numjg(w) +1) mod 3 fiir alle w € Zj,. Begriinden Sie Ihre Antwort.
(0.5 Punkte)

d) Geben Sie einen endlichen Akzeptor A an, so dass L(A) = L gilt. (2 Punkte)

e) Geben Sie eine Produktionsmenge P an, so dass G = ({No, N1, N2}, Z10, No, P)
eine rechtslineare Grammatik ist und L(G) = L gilt. (2 Punkte)

Hinweis: Die Menge P kann angegeben werden, ohne alle Produktionen
einzeln aufzuzihlen.

Losung 1
a) 3991 mod 3 =1, 43mod3=1, 437 mod 3 =2
b) X, = {0,3,6,9}
o) Xp=1{1,4,7}

d) A = ({z0,21,22},20, A, f,{z0} ). Die Zustandstiberfithrungsfunktion f
von A ist gegeben durch:



0,3,6,9 0,3,6,9

0,3,6,9

P = {NO — 8}
U{N; = xN; | i € {0,1,2} und x € {0,3,6,9}}
U{N; = xN¢i1ymoaz | 1 € {0,1,2} und x € {1,4,7}}
U{N; = xN¢12ymoaz | 7 € {0,1,2} und x € {2,5,8}}

Aufgabe 2 - Moore-Automaten (4.5 Punkte)

Fiir einen Automaten (Z,zy, X, f,Y,h) gemidfd der Vorlesung ist die Ausgabe-
funktion o : X* — Y™ folgendermafien definiert:

0: X" = Y, w— B (fux (2o, w))

Fir diese Aufgabe wird nun X = {0, 1} als Ein- und Ausgabealphabet ver-
wendet. Der Moore-Automat A ist durch folgende graphische Reprasentation
gegeben:



—> Zp | €

Die Funktionen fy., h** und g.« beziehen sich auf die in der Vorlesung definier-
ten Funktionen fiir den Automaten A.

a)

b)

<)

d)

Berechnen Sie f.. (zp,0001), h** (2p232423), g+« (20, 1110) und 0(111).
(1 Punkt)

Geben Sie die Menge M aller Worter w € X* an, fiir die (o(w)) (|w|—1) =
1 gilt. (0.5 Punkte)

Gegeben sei die Funktion k: X* — X*,w — R(o(R(w))), wobei R(w)
die Umkehrung des Wortes w ist. Beschreiben Sie, was k fiir die Eingabe
w € X* berechnet. (1 Punkt)

Hinweis: Es handelt sich um eine Funktion, die in Kapitel 8 der Vorlesung
vorgestellt wurde.

Geben Sie einen Moore-Automaten A’ an, so dass 0 4 (0 (w)) = w fiir alle
w € X*. Die Funktion o 4 ist dabei die Ausgabefunktion des Automaten
A (1 Punkt)

Gibt es fiir jeden Moore-Automaten B einen Moore-Automaten C, so dass
op(oc(w)) = w fir alle w € X*? Die Funktionen o und o bezeichnen die
Ausgabefunktionen des jeweiligen Automaten. Begriinden Sie Ihre Ant-
wort. (1 Punkt)

LGésung 2

a)

f** (Zo, 0001) = 2021212122
h** (z0z32423) = 1010



Q4% (20,1110) = 1001
0(111) =100

b) M = {wo0 € X* | Ny (w) > 0}

c) k berechnet fiir alle nichtleeren Worter tiber X das Negat im Zweierkom-
plement, also k(w) = Zkpl,,, (w) fiir alle w € X*.

d) A’ = Aliefert hier das Gewiinschte.

e) Nein, der folgende graphisch reprasentierte Automat B ist ein Gegenbei-
spiel:

0,1

Es gilt Gg(w) = e fiir alle w € X*. Also ist Gg nicht injektiv und kann
keine Rechtsinverse besitzen.

Aufgabe 3 - Reguldre Ausdriicke (4+2 Punkte)

Gegeben seien das Alphabet ¥ = {a, b} und die folgenden beiden reguldren
Ausdriicke:
Rq = abbx* (abbx*) *

R, = (a*b(alb)*a)*|ax*
a) Zahlen Sie alle Worter in L(R;) N X2 auf. (0.5 Punkte)
b) Zihlen Sie alle Worter in L(Rp) N X3 auf. (0.5 Punkte)

c) Geben Sie reguldre Ausdriicke R3, R4 an, so dass L(R3) = L(Ry) UL(Rp)
und L(R4) = L(R7) NL(Ry) (1 Punkt)

d) Geben Sie einen endlichen Akzeptor A; an, so dass L(A;) = L(R;) gilt.
(2 Punkte)

e) Bonusaufgabe: Geben Sie einen endlichen Akzeptor Aj; an, so dass L(Ay) =
L(Ry) gilt. (2 Punkte)



Losung 3
a) L(Ry) NX3 = {abb}
b) L(Ry) NX3 = {aaa, aba, baa, bba}
¢) R3=RyIRyund Ry =
d) A1 =(Z,z20,%, f,{z0} ) mit der folgenden graphischen Reprasentation:

ﬂ@ a /Z_l\ b @

O

e) Ay =(Z,z9,%, f,{z0} ) mit der folgenden graphischen Reprasentation:
a b

Aufgabe 4 - Strukturelle Induktion (5 Punkte)

In Foliensatz 19 der Vorlesung wird ab Folie 30 eine Beweisskizze der folgenden
Aussage gezeigt:

Zu jedem reguldren Ausdruck R tiber dem Alphabet A gibt es eine
rechtslineare Grammatik G mit L (G) = L(R).

Vervollstandigen Sie diese Skizze zu einem Beweis. Orientieren Sie sich dabei
an dem in den erwdhnten Folien gezeigten Beweisschema.



a) Welche Aussagen sind im Induktionsanfang zu beweisen? Geben Sie fiir
alle Félle im Induktionsanfang eine rechtslineare Grammatik an, die die
korrekte Sprache erzeugt. (1 Punkt)

b) Welche Aussagen sind im Induktionsschritt zu beweisen? Geben Sie fiir
alle Falle im Induktionsschritt eine rechtslineare Grammatik an, die die
korrekte Sprache erzeugt. Beweisen Sie, dass die Grammatiken jeweils
rechtslinear sind und die korrekte Sprache erzeugen. (4 Punkte)

Losung 4

Induktionsanfang: Hier gibt es zwei Fille zu betrachten.

I) R=@. Dannist L(R) =@ und G = ({5}, A, S, D) eine rechtslineare Gram-
matik mit L(G) = L(R).

I) R=xfiirx € A.Dannist L(R) = {x} und G = ({S}, A,S,{S — x}) eine
rechtslineare Grammatik mit L(G) = L(R).

Induktionsschritt: Seien Rj, R, beliebige reguldre Ausdriicke iiber A. Per In-
duktionsannahme gibt es rechtslineare Grammatiken G; = (N1, A, S1, P1), Gy =
(Np, A, Sy, P»), so dass L(G;) = L(R;) fur allei € {1,2}. Wir kénnen 0.B.d.A.
annehmen, dass N1 N Np = @. Zu zeigen sind die folgenden drei Aussagen:

I) Es gibt eine rechtslineare Grammatik Gs, so dass L(G3) = L(R;|Ry).
IT) Es gibt eine rechtslineare Grammatik G4, so dass L(G4) = L(R1R2).

III) Es gibt eine rechtslineare Grammatik Gs, so dass L(Gs) = L(Ry*).
Wir beweisen diese Aussagen wie folgt:

I) In der Vorlesung wurde behauptet,

Gz = ({S}UN1UN2,A,S,{S — 51 ‘ SQ}UP1UP2)



M)

TII)

wobei S ¢ N7 U Ny, sei eine solche Grammatik. Gj ist offensichtlich rechts-
linear. Auflerdem gilt

w € L(G3)
— S="w
< S=5 ="woderS= S, =" w
< w € L(Gy) oder w € L(Gy)

225 % e L(Ry) oder w € L(Ry)
< w € L(RyIRp)

Sei P ={X - w € P, | X € Nj,w € A*} die Menge aller Produktionen
in Py, deren rechte Seite kein Nichtterminal enthlt. Sei P}’ = {X — wS, |
X — w € P} die Menge der Produktionen, die man erhilt, wenn man an
jede Produktion in Pj das Symbol S, hinten anftigt.

Dann erfiillt Gy = (N3 U Ny, A, S, Py’ U (P; \ P)) U P, die geforderten Be-
dingungen.

Sie ist rechtslinear, denn jede Produktion in Py’ ist von der Form X — wY
und jede Produktion in (P; \ P{) U P, ist per Induktionsannahme von der
richtigen Form.

Sie erzeugt die richtige Sprache, denn

w € L(Gy)
— S =>"w
< Ju,v (w=uvund S =" uS, = uv)
<— Ju,v(w=uvundu € L(Gy) undv € L(Gy))

PN Ju,v (w=uvund u € L(Ry) und v € L(Ry))
<= w € L(R1Ry)

Sei P; wie oben. Sei P;' = {X — wS; | X — w € Pj} die Menge der
Produktionen, die man erhilt, wenn man an jede Produktion in P; das
Symbol S hinten anfiigt.

Dann erfiillt Gs = (N3, A, S1, Py U (P \ P)) U {S; — €} U P, die geforder-
ten Bedingungen.
Sie ist rechtslinear, denn jede Produktion in Py’ ist von der Form X — wY

und jede Produktion in (P; \ P{) U P, ist per Induktionsannahme von der
richtigen Form.



Sie erzeugt die richtige Sprache, denn

w € L(Gs)
<~ 5 =" w
< dneN, (uy,...,uy) (w=uy...uyund Vi € {0,...,n} (S =" u;))
<= IneN (we LG
W E L(Gl)*

L we LRY*
<= w € L(Ry*)
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