Grundbegriffe der Informatik — Aufgabenblatt 3

Losungsvorschldge

Tutorium Nr.: Tutor*in:
Matr.nr. 1:

Nach-,Vorname 1: ,
Matr.nr. 2:

Nach-,Vorname 2: ,
Ausgabe: Freitag, 11.11.2022, 14:30 Uhr
Abgabe: Freitag, 18.11.2022, 12:00 Uhr

Online, oder in einem Briefkasten mit der Aufschrift GBI
im UG des Info-Gebaudes (50.34)

Losungen werden nur korrigiert, wenn sie
¢ handschriftlich erstellt sind (Tablet-Ausdruck erlaubt) und
e mit dieser Seite als Deckblatt
* in der oberen linken Ecke zusammengeheftet
rechtzeitig abgegeben werden.

Abgaberegeln fiir Teilnehmer der Tutorien mit Online-Abgabe:
¢ handschriftlich erstellt (Scans und lesbare Fotos akzeptiert)
* rechtzeitig, mit diesem Deckblatt in genau einer PDF-Datei

¢ in ILIAS unter “Tutorien” im Ordner des richtigen Tutoriums abgeben.

Von Tutor*in auszufiillen:  erreichte Punkte

Blatt 3:

/ 22 Blatter 1 — 3, Stud. 1: / 64

Blatter 1 — 3, Stud. 2: / 64




Aufgabe 3.1 (2 + 1 = 3 Punkte)
Wir untersuchen das Prinzip der Kontraposition der Aussagenlogik:

Wenn aus Aussage A die Aussage B folgt, so folgt aus der Negation der
Aussage B die Negation der Aussage A.
a) Beweisen Sie die folgende Aquivalenz: A— B=-B - A.
i) Unter Verwendung einer Wahrheitstabelle
ii) Mittels Aquivalenzumformungen

b) Wenden Sie das Prinzip der Kontraposition auf folgenden Satz (eine alte Bauernre-
gel) an:

Wenn's Laub nicht vor MartiniEI fallt, kommt eine grofle Winterkalt'.

Losung 3.1
a) i) Die Aquivalenz wird anhand folgender Wahrheitstabelle deutlich:

A|B|| A->B|-B->-A
f|f w w
f|w w w
w| f f f
W | W w w

Da A = B und =B — = A fiir jede Interpretation zum selben Wert auswerten,
sind die Formeln logisch dquivalent.

ii) Genauso kann man die Aquivalenz durch Umformung zeigen:

A-B=-AvB=Bv-A=-—-Bv-A=-B->-A

b) Wenn ein milder Winter kommt, so ist das Laub vor Martini gefallen.

Aufgabe 3.2 (1 + 4 = 5 Punkte)
Wir haben in der Vorlesung eine Reihe aussagenlogischer Konnektive kennengelernt
(A, v,mund —). Um alle moglichen booleschen Funktionen als aussagenlogische Formel
darzustellen zu konnen, werden aber nicht alle Konnektive benétigt. Man nennt eine
Menge von Konnektiven, mit denen alle booleschen Funktionen als aussagenlogische
Formel ausgedriickt werden konnen, eine Basis der Aussagenlogik.

Das aussagenlogische Konnektiv NAND (R) ist definiert als

w, falls val;(G) = f oder val;(H) = £

f, sonst

val (G~ H) = {

fur beliebige Formeln G, H € Fory;.
a) Geben Sie eine Wahrheitstabelle fiir a » b an.
b) Zeigen Sie, dass A eine Basis ist. Geben Sie dafiir (ohne Beweis) fiir die folgenden
Formeln je eine dquivalente aussagenlogische Formel an, die nur A benutzt:

i) —P

1Gemeint ist der Gedenktag des Martin von Tours am 11.11.



ii) PAQ

iii) PvQ
iv) P—Q
Losung 3.2
Pl ql|lPaQ
f|f w
a) f|w w
w| f w
w | w f

b) i) "P=PAP
ii) PAQ=CPAQAPAQ)
iii) PvQ=(PAP)AQAQ)
iv) PoQ=((PAQYRAPAPHAQAQoderP>Q=PAQAQ)

Aufgabe 3.3 (3 + 1+ 3+ 2 =09 Punkte)
Paul und Quentin wurden festgenommen, weil man sie des Ladendiebstahls bezichtigt.
Ihr Kumpel Raul konnte sich unbemerkt davonmachen. Verwenden Sie die aussagenlogi-

schen Variablen P, Q, und R fiir die Aussagen, dass Paul (P), Quentin(Q) oder Raul (R)
gestohlen haben.

a) Formalisieren Sie die folgenden Aussagen in der Aussagenlogik:
1. Entweder Paul oder Quentin haben tatsadchlich geklaut.

2. Falls Raul unerlaubt etwas mitgehen liefs, so haben sowohl Quentin als auch
Paul keinen Diebstahl begangen.

3. Weder Raul noch Paul haben gestohlen, falls Quentin nichts stahl.

b) Stellen Sie fiir die aussagenlogische Formel, die Sie fiir 2. in a) aufgestellt haben,
eine Wahrheitstabelle auf.

c) Ist die Konjunktiorﬁ der drei Formeln (1-3) erfiillbar oder unerfiillbar? Ist sie eine
Tautologie? Begriinden Sie.

d) Geben Sie das Negat der folgenden Aussagen als aussagenlogische Formel an, so
dass das Negationszeichen nur direkt vor Variablen auftritt:

4. Alle drei haben gestohlen und Paul ist unschuldig,

5. Wenn Paul und Quentin nichs verbrochen haben, dann auch Raul nicht.

Losung 3.3
a) 1. (PA-Qv(=PAQ

2. R=>(=QA—P)

3. "Q—=(~RA™P)
b) Wir geben die Wahrheitstabelle fiir R = (=Q A —P) an:

2Eine Konjunktion ist eine Aussage der Form A A B. Eine Aussage der Form A v B heift Disjunktion.



P|Q|R| -Qa=P||R= (-QA-P)

f | f|f w w

f | f|w w w

f |l w|f f w

f |l w|w f f

w|f|f f w

w|f|w f f

w|w|f f w

W w|w f f

¢) Die Konjunktion F der drei Formeln ist
F=(PA=Qv("PAQIAR=(=QA=PDA(=Q—=(=RA—P)) (1)
Wir geben eine Wahrheitstabelle fiir F an:
(PA—Q) R— Q-
P Q| R| PaoQ|-PAQ “QA—-P | “RA—P F
v(=PAQ) (=QA=P) | (=RA—P)

f | f|f f f f w w w w f
f | f|lw f f f w f w f f
f | lw|f f w w f w w w w
f lw|w f w w f f f w f
w| f|f w f w f f w f f
w| f|w w f w f f f f f
w | w|f f f f f f w w f
W | W | w f f f f f f w f

Damit hat die Formel das Modell I(P) = £, I(Q) = w, I(R) = f und ist daher nicht
unerfiillbar.
Die Interpretation I(P) = w,I(Q) = w, I(R) = f ist allerdings nicht Modell von F.
Daher kann F auch nicht allgemeingiiltig sein.

d) 4. Die aussagenlogische Formalisierung der Aussage lautet:

PAQARA—P ()

Das Negat ist dann:

—“(PAQARA-P)

“((PAQAR)A—P) ( implizite Linksklammerung )
-(PAQAR)v—-—-P ( DeMorgan )

—“(PAQAR)VP (--P=P)

—“((PAQ)AR)VP (implizite Linksklammerung )
(=(PAQv-R)VP ( DeMorgan )
((=Pv-Q)v—-R)vP ( DeMorgan )

-Pv-Qv-RvP (implizite Linksklammerung )

5. Die aussagenlogische Formalisierung der Aussage lautet:

-PA-Q—-R (3)




Das Negat ist dann:

-(=PA—-Q— —R)

~(=(=PA-Q)v-R) (A-B=-AvB)
~(PvQv~-R) (DeMorgan )

= -PA—-QAR ( DeMorgan )

Aufgabe 3.4 (1 + 4 = 5 Punkte)
Die Fibonacci-Zahlen f,,, n € Ny sind definiert durch die Gleichungen

fo=0 (4)
=1 5)
vneN-i-:fn—i-l:fn‘f—fn—l (6)

a) Geben Sie die Zahlenwerte von f», f3, f4 und f5 an.
b) Beweisen Sie durch Induktion, dass fiir alle n € N gilt:

7 n—1
fu < <4> )

Hinweis: Uberlegen Sie sich genau, fiir welche n Induktionsanfang und -voraussetzung
gelten miissen, damit Thr Induktionsschritt funktioniert!

Losung 3.4
a) f2:1/f3:2/f4:3/f5:5

b) Der Beweis wird per Induktion tiber n € N gefiihrt:

Induktionsanfang Sei n = 1, dann gilt

0
fn:f1=1§(1> =1. (8)
genauso gilt fiir n = 2:
1
fi=p=12(3) =1 o)

Induktionsschritt Sein € N beliebig aber fest.
Es gelte die Induktionsvoraussetzung;:

fn < (Z)n_l und f, 1 < (Z)n_z



Dann gilt:

fas1 = fu+ fu_1 ( Definition von fy41) (10)
< (Z)n_l + (Z)n_z ( Induktionsvoraussetzung) (11)
G ()
()
() ¥ 19
)
_ (Z) (16)



