Grundbegriffe der Informatik — Aufgabenblatt 6

Losungsvorschldge

Tutorium Nr.:

Matr.nr. 1:

Nach-,Vorname 1:

Matr.nr. 2:

Nach-,Vorname 2:

Ausgabe:
Abgabe:

Tutor*in:

9. Dezember 2020

22. Dezember 2020, 12:00 Uhr
durch Hochladen in den Ilias-Kurs

Losungen werden nur korrigiert, wenn sie
e handschriftlich erstellt sind und

* rechtzeitig

e mit dieser Seite als Deckblatt
* gescannt oder fotografiert mit allen Seiten in einer Pdf-Datei
ins Ilias-System hochgeladen werden.

Vom Tutor auszufiillen:

Blatt 6:

/ 23

erreichte Punkte

Blatter 1 — 6, Stud. 1:

Blatter 1 — 6, Stud. 2:

/ 120

/ 120




Aufgabe 6.1 (2 + 2 + 2 = 6 Punkte)
Essei A = {a,b,c,d} und B = {0,1}.

a)

b)

<)

Erstellen Sie einen Huffman-Baum zum Wort w = ccdbdaacdb € A*. Geben Sie
anschlielend die Codierung H(w) von w anhand des zu Ihrem Baum zugehorigen
Huffman-Codes H.

Das Codewort ¢ = H(w) wird auf einem storungsbehafteten Kanal tibertragen,
sodass genau ein Bit des Wortes ¢ an einer zufélligen Position i gekippt ist. Der
Empfanger erhilt also ein Wort ¢’ € B* mit |¢'| = [c| und so, dass es ein i € Z|
derart gibt, dass c(i) # ¢/(i) und Vj € Z )\ {i} : ¢'(j) = c(j) ist.

Kann der Empfanger nur anhand von H und ¢’ stets eindeutig bestimmen, welches
Wort w urspriinglich versendet worden ist? Falls ja, begriinden Sie, warum das
sein muss. Andernfalls geben Sie ein solches ¢’ sowie unterschiedliche Worter
w1, wy € A* derart an, dass ¢’ sowohl H(w+) als auch H(w») entsprechen kann.
Man nehme jetzt an, dass wir ¢ = t(H(w)) statt H(w) auf dem Kanal iibertragen,
wobei 7t: {0,1}* — {0,1}* der Homomorphismus ist, der durch 71(0) = 000 und
7(1) = 111 induziert wird. Dazu sei ¢’ wie in Teilaufgabe

Kann der Empfinger nur anhand von H, 7, und ¢’ stets eindeutig bestimmen,
welches Wort w urspriinglich versendet worden ist? Falls ja, begriinden Sie, warum
das sein muss. Andernfalls geben Sie ein solches ¢’ sowie unterschiedliche Worter
w1, wy € A* derart an, dass ¢’ sowohl H(wq) als auch H(w;) entsprechen kann.

Losung 6.1

a)

b)

<)

Huffman-Baum:

4y10‘6
o/ \1 o/ \1

22 2b 3c 34
also H(a) = 00, H(b) = 01, H(c) = 10, H(d) = 11
also H(ccdbdaacdb) = 10 10 11 01 11 00 00 10 11 01
Nein. Z.B. zu ¢’ = 01 kann sowohl ¢ = 00 oder ¢ = 11 gehoren, das heifit, der
Empfanger kann nicht herausfinden, ob ein a oder ein d iibertragen worden ist.
Ja.
Wenn man ¢ = 7t(H(w)) in Blocke der Lange 3 aufteilt, konnen nur die Blocke 000
und 111 entstehen.
Nun teilt man ¢’ in Blocke der Lange 3. Wenn genau ein Bitfehler aufgetreten ist,
sind noch immer alle Blocke von einer der genannten Formen und genau ein Block
enthélt entweder zwei 0 und eine 1 oder zwei 1 und eine 0.
In allen Fillen ist das Bit, das in einem Block in der Mehrheit ist, das , richtige”.
D.h., indem man jeden Block das entsprechende Bit umwandelt, erhélt man H(w),
was man wie in der Vorlesung beschrieben decodieren kann.
Wer es formaler mag;:
Es sei K = {000,111} die Menge der Blocke ohne Fehler, F, = {001,010,100},
die Menge der Blocke, in denen eine 0 verfalscht wurde, F; = {110,101, 011} die
Menge der Blocke, in denen eine 1 verfdlscht wurde, und F = F, U F;.
Dann ist ¢’ in der Sprache K*FK*. Da jedes Symbol durch zwei Bits codiert wird,
weifd man sogar genauer:



¢ € (K?)*(FoK UKFy U FyK U F;K)(K?)*.

Jedes Teilwort in ¢’ aus K? lasst sich also eindeutig mittels H einem Zeichen aus A
zuzuordnen, weil da kein Fehler entstanden ist. Zudem ist jedes Teilwort aus F K
bzw. KF, fiir x € B ebenfalls einem eindeutigen Zeichen aus A zuzuordnen, weil
Fo und F; disjunkt sind.

Anmerkung: Die Strategie, die durch den Homomorphismus 7t realisiert wird, heifst
Padding und kommt in mehreren Gebieten der Informatik vor. In diesem Kontext
sorgt 7t fiir mehr Redundanz im iibertragenen Wort. Wie gesehen ist das eine
~Abwehr” gegen zufillig aufgetretene Fehler.

Aufgabe 6.2 (1 + 1 + 2 = 4 Punkte)

Es sei A = {0,1} und and, or,xor: A x A — A die in der Ubung vorgestellten biniren
Operationen. Zudem sei fiir c € A die Abbildung P.: A* x A* — A* wie folgt induktiv
definiert:

Vw e A* : P.(w,e) = P.(e,w) = ¢

Ywi, wy € A" Vx1,x, € A P.(wyx1, waxp) = Py (wy, wy) - xor(c,xor(x1, x2)),

wobei ¢’ = or(and(x1, x2),and(c, or(x1, x2))) ist.
a) Rechnen Sie Py(101,001) schrittweise aus. Wenden Sie dabei bei jedem Schritt die
Definition von P, hochstens einmal an.
b) Es sei n € N beliebig. Zeigen Sie, dass genau dann Py(1"%,0"~!1) = 0" ist, wenn
Py(1" 1 0m7 1) = 0"t gilt.
c) Zeigen Sie durch vollstandige Induktion tiber m, dass Folgendes gilt:

Vim € No: Py(1™,0™) = o™.

Losung 6.2
Anmerkung: Die Abbildung P wird in der technischen Informatik Volladdierer genannt.

Man kann zeigen, dass P die Addition (mit Ubertrag) von Zahlen in Zweierkomplement-
darstellung realisiert.

a)
Py(101,001) = P;(10,00)0 = Py(1,0)10 = Py(g,€)110 = 110

b) Wir wenden die Definition von P, einmal an:
Po(1"11,0" 1) =0"  gdw.  Py(1"L, 0" ho=o0"
gdw.  Py(1"71 0" 1) =0t
c) Zu zeigen:
Vm € Ng: Py(1™,0™) = o™,
Vollstandige Induktion tiber m:
IA: Fiir m = 0 ist P;(1™,0™) = Py(e,e) = e = 0™.
IS: Es sei m € Ny beliebig und es gelte die
IV: P;(1™,0™) = o™,



Zu zeigen ist die IB: P; (1" F1,0m+1) = om+1

Py (1™, 0m ) = P (1™,0™)0 nach Def. von P

Yomp = omt,

Aufgabe 6.3 (0.5 + 0.5 + 2 = 3 Punkte)

a) Geben Sie Zkpl,(3) fiir jedes £ € {3,4,5} an.

b) Geben Sie Zkpl,(—4) fiir jedes ¢ € {3,4,5} an.

c) Essei A ={0,1} und ¢ € N, ¢ > 1. Geben Sie fiir jedes k € Ny eine Abbildung
Ui: A — A" an, sodass fiir jedes x € K gilt:  Ux(Zkpl,(x)) = Zkpl,, . (x).
Bei Ihrer Definition von U} darf dabei keine der Abbildungen Zkpl, bin, Repr, und
Num vorkommen.
Begriinden Sie anschliefend, warum Thr U das Geforderte leistet. Einen Beweis
miissen Sie nicht erbringen; eine plausible Begriindung genigt.

Losung 6.3
a) Zkpl,(3) = 011, Zkpl,(3) = 0011, Zkpls(3) = 00011
b) Zkply(—4) = 100, Zkpl,(—4) = 1100, Zkpls(—4) = 11100
¢) Fir w € A’ sei
.. okw, falls w(0) =0
U(w) = )
1*w, falls w(0) = 1.
oder kurz Uy (w) = w(0)*w.
Man kann das verschieden begriinden. Hier zwei Vorschlédge:

Begriindung 1. In der grofien Ubung wurde gesagt:

Firb € Z, und w € Z3 ist
bw Zweierkomplementdarstellung von —2/*! - numj, (b) + Numj (w)

Angewendet auf Uy (bw) = b*bw = bb*w ist das die Zweierkomplementdarstellung
von
— 2K 1%l numy (b) + Num; (bFw)
= —2M®lnum, (b) 4 (2 — 1)numy(b) - 2% + Num, (w)
= (=2F el 4 2k — 1) . 2Dy numy (b) + Num, (w)
= —2numy (b) + Numy (w)

und das ist die Zahl mit Zweierkomplementdarstellung bw.

Begriindung 2. Rechnen
e Fiir k = 0 ist U die Identitit, was offensichtlich das Geforderte leistet.
Obin,_q(x) fallsx > 0

¢ Sei daher nun k € N_: Laut Vorlesung ist Zkpl,(x) =
i 8 pl;(x) {1bil’1g_1(2£_1 +x) fallsx <0

Unterscheide zwei Fille nach Vorzeichen von x:
1. Fall x > 0: Dannist Zkpl, (x) = Obiny 1 (x) = 00 Fh=1=Repr; (M) Repr, ()
= Okooé_l_‘Reprz(x”Reprz(x)
= 0Fobin,_; (x) = Uy (Zkpl,(x))



2. Fall x < 0: Wegen x € K ist insbesondere —2/~! < x < 0 und folglich
2€+k—1 +x > 2€+k—1 o 2[—1 — (2€+k—1 _ 1) + (1 . 25—1)
Also ist bing 1 (21 4 x) = t*bin,_1 (2~ + x). (An dieser Stelle sind
wir genau aber iibergehen vielleicht den ein oder anderen erliuternden Schritt.)
Folglich ist
Zkpl, (x) = 1bin/ ;1 (277 4+ x)

= 11*bin,_; (27 + x)
= 1*1bin, 1 (271 + x) = Ui (Zkpl,(x)).

Aufgabe 64 (1.5+1+1+2+1+0.5=7Punkte)
In der Vorlesung haben Sie kennengelernt, dass die MIMA ausschliefslich mit Zahlen
in Zweierkomplementdarstellung arbeitet. Nichtsdestotrotz werden wir in dieser Auf-
gabe sehen, wie man eine geschickte Ubersetzung definieren kann, sodass sich auch
Zeichenketten im MIMA-Speicher reprasentieren und von der MIMA verarbeiten lassen.
Zu diesem Zweck seien A = {a,b} und B = {0,1} Alphabete, | = 0** das soge-
nannte Nullzeichen, und z,, z, € B?*\ { L} zwei beliebige Zweierkomplementdarstellun-
gen, die unterschiedlich sind (also z, # z,). Damit definieren wir eine Ubersetzung
U: A* = Upen, (B**)?m, die durch folgende Eigenschaft gegeben ist: Fiir w € A* ist
fw = U(w) genau die Abbildung, fiir die gilt:

1. fu € (B?)%ki+1, das heifit, f, ist eine Abbildung von Z| 5|41 nach B*,

2. Fiir jedes i € Z},| gilt fu(i) = z genau dann, wenn w(i) = x ist.

3. f(fw]) = L.

Gehen Sie davon aus, dass der Inhalt aller Speicherstellen unbekannt ist, es sei denn,
dieser wird unten explizit angegeben.

a) Geben Sie U(w) fiir jedes w € {a, abb, ¢} explizit an.

b) Es seien wy, wp € A*. Geben Sie den Wert U (wyw;) (i) fiir jedes i € Z )|+ |y +1 AN
Seis € Ngp und s < 220 — |w|. Wir sagen, ein Wort w € A* ist an Adresse a4 = binyy(s)
gespeichert, wenn es fiir jedes i € Zy)11 gilt, dass der Wert an Adresse a; = bing4(s + i)
des Speichers gleich f, (i) ist.

c) Das Wort w = ababa sei an Adresse biny(2) gespeichert. Fiillen Sie die folgende

Tabelle mit dem Inhalt des Speichers fiir jede der Adressen aus, die unten aufgefiihrt
sind. Sollte der Inhalt unbekannt sein, tragen Sie dann ein Fragezeichen ,,?” ein.

Adresse‘ 0 1 10 11 100 101 110 111 1000 1001
Inhalt ‘

Hinweis. Bei der Tabelle haben wir bei den Adressen fithrende Nullen weggelassen.
Sie diirfen das auch.

d) Das Wort w = ababa sei weiterhin an Adresse a4 = binys(2) gespeichert. Nehmen
wir jetzt an, durch Ausfithrung eines MIMA-Programms werde der Inhalt des
Speichers an Adresse

(1) bil’l24 (5) (11) b1n24(6) (111) bil’l24 (7) (IV) b1n24(8)
durch den Wert z, iiberschrieben. Der Inhalt aller anderen Speicherzellen bliebe
unverdndert.

Geben Sie fiir jeden der obigen Fille an, ob das Wort w weiterhin an Adresse a
gespeichert ist. Falls das nicht zutrifft, geben Sie explizit das Wort an, das an Adresse



a gespeichert ist; sollte dieses Wort nicht eindeutig sein bzw. nach Ausfiihrung des
Programms an Adresse a ggf. nicht unbedingt ein Wort stehen, erkldren Sie, warum
das der Fall ist.

e) Es sei w € AT wieder beliebig sowie s € Ny, s < 229, und a = biny4(s). Wenn w
an Adresse a gespeichert ist, ist dann an Adresse a’ = biny(s + 1) auch ein Wort
gespeichert? Wenn ja, geben Sie dieses Wort an; andernfalls begriinden Sie, warum
an Adresse a4’ nicht unbedingt ein Wort steht.

f) Lautet Ihre Antwort zu fe)|immer noch dieselbe, wenn w € A* ist? Begriinden Sie.

Losung 6.4
a) e U(a) =z,1 e U(abb) = zazpzpl o Ufe) = L
b) e fiir 0 <i < |w|ist U(wiwy)(i) = U(wy) (i) = wi(i)
o fur [wy| < i< |wi] + |wo| ist U(wiwz)(i) = U(w2) (i — |wi])
dieser Fall beinhaltet auch das L ,,am Ende”

Adresse‘O 1 10 11 100 101 110 111 1000 1001

Inhalt \ 2 ? za zZp  Za  Zp  Za L ? ?

d () w
(ii) ababb

(iii) Nicht unbedingt. Z. B. kann in keiner der hoheren Adressen ein L vorkommen.
(iv) w

e) Ja, namlich das Wort w’ der Lange |w'| = |w| — 1 und fiir das w'(i) = w(i+ 1) fiir
jedesi € Z gilt.

f) Nicht mehr. Z.B. wenn w = € und wie in der Situation oben bei d) (iii) in keiner
hoheren Adresse ein | vorkommt.

Aufgabe 6.5 (1.5 + 1.5 = 3 Punkte)
In dieser Aufgabe geht es um MIMA-Befehle, die den Kontrollfluss der Maschine steuern.
Den Inhalt des Speichers diirfen Sie dabei nicht verdndern.

a) Der MIMA-Befehlssatz soll um den Sprung-Befehl JGEZ a erweitert werden. Dabei

wird der Sprung zu Adresse a2 genommen falls der Wert, der im Akkumulator steht,
die Zweierkomplementdarstellung einer Zahl > 0 ist.
Geben Sie eine Folge von hochstens 3 Befehlen an, die den Befehl JGEZ a realisiert.
Ihre Befehlsfolge muss dabei mit dem Befehl JMN a enden. Sie diirfen keine andere
Sprungbefehle verwenden. Erkldren Sie anschlieflend, warum Ihre Befehlsfolge das
Geforderte leistet.

b) Angenommen, der Wert im Akkumulator ist die Zweierkomplementdarstellung
einer positiven Zahl x. Zudem ist an Adresse c; der Wert Zkpl,,(1) gespeichert.
Es sei eine Adresse a gegeben, fiir die a2 # c1. Geben Sie eine Folge von hochstens 4
Befehlen an, sodass genau dann einen Sprung zu a2 genommen wird, wenn x = 0
ist. Sie dtirfen hierbei hochstens einen Sprungbefehl verwenden, wobei der eben
definierte Befehl JGEZ a auch zuldssig ist und als ein Befehl z&hlt. Erkldren Sie
anschliefSend, warum Thre Befehlsfolge das Geforderte leistet.

Hinweis. Losungen, die mit keiner Erklarung versehen sind, werden mit 0 Punkten



bewertet.

Losung 6.5
a) NOT
JMN a

Begriindung: Der Sprung JMN a wird genau dann genommen, wenn das hochst-
wertige Bit des Wertes im Akkumulator gleich 1 ist. Wenn man also den
Akkumulator davor negiert, wird der Sprung genau dann genommen, wenn
dieses Bit gleich 0, das heifdt, wenn der Wert im Akkumulator positiv ist.

b) Anmerkung: Die Aufgabe enthielt leider einen Fehler. Statt , positiv” war fiir die
Zahl x ,nicht negativ” gemeint. Wenn das so wire, dann wiirde unserer Losungs-
vorschlag folgendermafien aussehen:

NOT

ADD ¢q

JGEZ a

Begriindung: Da x nicht negativ ist, ist das hochstwertige Bit von w = Zkpl,, (x)

gleich 0. Damit hat die Negierung w’ von w als hochstwertige Bit 1. Zudem
wird 1 auf diesen Wert addiert genau dann einen nicht-negativen Wert ergeben,
wenn ein Overflow auftritt, das heif$t, wenn w’ = 1%* ist. Das ist genau dann
der Fall, wenn w = 0%4, sprich x = 0 ist.



