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Aufgabe 9.1 (2 + 2 = 4 Punkte)

a) Geben Sie einen Homomorphismus h: A}, — Ajf,, mit h(Lr,) C Lro sowie (legale)
pradikatenlogische Formeln F und G mit h(F) = G an, fiir die fiir jede Substitution
0: Lpoy — Lpoy gilt: 0(F) # G.

b) Angenommen, h diirfte nur Variablen verdndern, das heifit, es wiirde zusitzlich
noch h(x) = x fir x € Ap, \ Varpy, gelten. Wiirden in diesem Fall auch noch F, G,
und & mit den Eigenschaften aus [a)| existieren? Begriinden Sie Ihre Antwort und
geben Sie ggf. solche F, G, und h an.

Losung 9.1
Fiir das Verstdandnis wichtig: Eine Substitution (von Termen fiir freie Vorkommen von
Variablen) ,respektiert” den ,logischen Aufbau” pradikatenlogischer Formeln. Hingegen
darf ein (Wort-)Homomorphismus ,respektlose” Dinge tun, die die logische Struktur
andern, wie zum Beispiel aus einem A ein v machen oder aus einem V ein 3. Auflerdem
ersetzen Substitutionen nur freie Vorkommen von Variablensymbolen, aber Homomor-
phismen alle Vorkommen.
a) Essei h der Homomorphismus, der durch i(A) = v und h(a) = a fiira € Apyr ~ {A}
induziert wird. Aulerdem sei F = xAx und G = xv x. Dann ist h(F) = G aber
o(F) = o(x) no(x) # G fiir jede Substitution ¢.
b) Ja, es existieren solche F, G, und h. Z.B. sei h der durch h(x) = y und h(a) = a
fur a € Varpy \ {x} induzierte Homomorphismus. Ferner sei F = Vx R(x) und
G = Yy R(y). Dann ist h(F) = G aber ¢(F) = F # G fiir jede Substitution o, weil o
nur freie Vorkommen einer Variable ersetzt.

Aufgabe 9.2 (1 + 1.5 + 3 + 1.5 = 7 Punkte)
Es sei A = {a,b,c}. Fiir w € A* und x € A seien die Abbildungen car, cdr: A* — A*
wie folgt definiert:

car(e) = ¢ cdr(e) = ¢
car(xw) = x cdr(xw) = w
a) Was sind cdr(car(w)) und car(cdr(w)), wenn w € A* beliebig ist?

Es sei jetzt folgender Algorithmus B gegeben, der z € A* als Eingabe bekommt und mit
Variablen w, x, und y arbeitet, wobei der Wertebereich aller drei Variablen gleich A* sei:

W<z
X4 €
y<¢
while w # ¢ do
x < x - car(w)
if car(w) # a then
y < y-car(w)
else
y<y
fi
w < cdr(w)
od

Dabei sind ¢ und a Konstantensymbole, die stets mit den offensichtlichen Werten aus A*
interpretiert werden.



b) Fiir i € N4 bezeichne wj, x;, bzw. y; den Wert der Variable w, x, bzw. y unmittelbar
nach der i-ten Ausfiihrung (falls es eine gibt) der while-Schleife in B. Fiihren Sie B
fiir z = abac aus und geben Sie w;, x;, und y; fiir jedes i € N tabellarisch an. Wird
die Schleife echt weniger als i-mal ausgefiihrt, so miissen Sie nichts angeben.

c) Geben Sie einen Homomorphismus /: A* — A* an, so dass die Zusicherung

y=h(x)ANx-w=z

bzgl. der while-Schleife in B invariant ist. Zeigen Sie anschlieflend mittels des
Hoare-Kalkiils, dass diese Zusicherung fiir Thre Wahl von h tatsachlich eine Schlei-
feninvariante ist. Sie diirfen dabei ohne Beweis benutzen, dass car(w) - cdr(w) = w
fiir jedes w € A* ist.
Tipp. Gehen Sie von unten nach oben vor und beschéftigen Sie sich erst mit dem
then-Zweig und danach mit dem else-Zweig.

d) Welche Werte haben die Variablen w, x, und y nach Ausfithrung von B im Allge-
meinen?

Losung 9.2
a)  cdr(car(w)) = e fiir jedes w € A*.
e Wenn |w| > 2, car(cdr(w)) = w(1) (d.h. das zweite Zeichen von w); andern-
falls car(cdr(w)) = e.

b)
i 1 2 3 4
w; bac ac C €
X; a ab aba abac

i €& b b bc

c) h sei der Homomorphismus mit #(a) = ¢ und h(x) = x fir x € A~ {a}.
{y=h(x)Ax-w=zANw # ¢}
{y - h(car(w)) = h(x) - h(car(w)) Ax-w = z}
{y - h(car(w)) = h(x - car(w)) A x - car(w) - cdr(w) = z}
X < x - car(w)
{y - h(car(w)) = h(x) Ax-cdr(w) =z}
if car(w) # a then
{y - h(car(w)) = h(x) Acar(w) # aAx-cdr(w) =z}
{y - car(w) = h(x) Ax - cdr(w) = z}
y <y -car(w)
{y =h(x) ANx-cdr(w) =z}
else
{y - h(car(w)) = h(x) Acar(w) =aAx-cdr(w) =z}
{y =h(x) Ax-cdr(w) =z}
y<—y
{y =h(x) Ax-cdr(w) =z}

fi
{y =h(x) Ax-cdr(w) =z}
w < cdr(w)

{y=h(x)ANx-w=z}



d) w=¢x=2z undy = h(x) = h(z)

Aufgabe 9.3 (1.5+ 0.5+ 1+ 4 + 2 =9 Punkte)
Essein € Npund f: Ng — Np. Betrachten Sie folgenden Algorithmus A, dessen Variablen
y und i heifsen und Wertebereich Ny haben:

y < f(0)
i+ 0
while i < n do
i+—i+1
y < y+f(i)
od

Fiir j € N sei y; bzw. i; der Wert der Variable y bzw. i nach der j-ten Ausfiihrung (falls
es eine gibt) der while-Schleife von A.

a) Fihren Sie A fiir die Eingabe n = 4 aus, wobei die Interpretation von f die
Abbildung mit f(x) = 2x sei. Geben Sie y; und i; fiir jedes j € N, tabellarisch an.
Wird die Schleife echt weniger als j-mal ausgefiihrt, so miissen Sie nichts angeben.

b) Wie oft wird die while-Schleife von A fiir beliebige Eingabe n ausgefiihrt?

c) Welcher Wert hat die Variable y nach Ausfithrung von A, wenn n € Ny beliebig
und f = Iy, ist?

Erinnerung. Fiir eine Menge M ist Iy = {(x,x) | x € M}.
d) In dieser Teilaufgabe geht es darum, die Giiltigkeit des Hoare-Tripels

T: {0=0}Af{y= i{))f(j)}
L

zu beweisen.

* Geben Sie eine Invariante [ fiir die while-Schleife von A an. Thre Invariante
muss dabei so stark sein, dass sie in einem Beweis im Hoare-Kalkiil eine
wesentliche Rolle spielen kann, um die Giiltigkeit von T zu zeigen.

¢ Zeigen Sie im Hoare-Kalkiil, dass Ihr I tatsdchlich eine Schleifeninvariante ist.

e Zeigen Sie im Hoare-Kalkiil, dass {0 = 0} y < f(0); i < 0 {I} ein giiltiges
Hoare-Tripel ist.

* Zeigen Sie, dass I A (i < 1) die Zusicherung y = Y, f(j) impliziert.

Tipp. Achten Sie darauf, dass ,Ai < n” Bestandteil ihrer Invariante I ist.

e) Geben Sie einen arithmetischen Ausdruck an, der bei jeder Ausfiihrung der while-
Schleife von A echt kleiner wird. Folgern Sie anschlieffend daraus, dass A fiir
beliebiges n und f stets terminiert.

Losung 9.3

a)
j 1 2 3 4
;1.2 3 4
yp 2 6 12 20

b) n mal

Q) Yioi=yn(n+1)



d) Invariante I: y = E;:o fG)yni<n
Hier der vollstandige Beweis im Hoare-Kalkiil:

{0=0}
{£(0) = f(0)}
y < f(0)
{v=£(0)}

0

{y= ;)f(j)AO <n}
i=

i+ 0

{1}

while i < n do
{INi<n}

{y= gﬂj)m« n)
L

i+1

{y+f(i+1) = gf(j)m'ﬂ <n}
L
1—i+1
{y+f<i>:§f<j>msﬂ}
L

y < y+£(i)
{1}
od
{IA=(i<n)}

(=L f)ni<nnizn)
j=
fy=YfG)Ai=n)

j=0

{y= };ﬂm

]

e) n—i
Wie eben bewiesen ist i < 1 eine Invariante, also gilt vor und nach jeder Ausfithrung
des Schleifenrumpfs stets n —i € Np. Dieser Wert wird mit jedem Schleifendurchlauf
um 1 kleiner, deshalb kann es nur endlich viele Schleifendurchldufe geben.



