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Hinweis. Ab diesem Aufgabenblatt sind alle Losungen einzeln (und nicht mehr in Zwei-
ergruppen) abzugeben.

Aufgabe 7.1 (1.5 + 1.5 = 3 Punkte)
Es sei A = {a,b, c}. Geben Sie fiir die folgenden zwei Gleichungen jeweils an, ob es eine
Sprache L bzw. L’ aus Wortern in A* gibt, die die entsprechende Gleichung erfiillt. Falls
es eine solche Sprache existiert, dann geben Sie sie explizit an; andernfalls begriinden Sie
ausfiihrlich, warum dies nicht der Fall sein kann.

a) L={e} UL-{abc}-L

b) L'=1L"-{abc} L’

Losung 7.1
a) L = {abc}*
b) L'=9

Aufgabe 7.2 (1.5 + 1 + 1.5 = 4 Punkte)
Es sei eine kontextfreie Grammatik G = (N, T, S, P) gegeben, wobei $ ¢ N U T ist. Ferner
sei Ty = TU {$}.
a) Geben Sie eine kontextfreie Grammatik G; = (N, Ty, S1, P1) an, fiir die gilt:
* L(G) CL(Gy); und
* VueT*VweTf: uswelL(G) gdw. ueL(G)Awe L(G).
Ihre Grammatik G; darf dabei hochstens |N| 4 2 Nichtterminalsymbole haben
(d-h. |N7| < [N|+2).
b) Geben Sie eine notwendige und hinreichende Bedingung dafiir an, dass es ein Wort
w' € L(Gy) gibt, sodass $$ Teilwort von w’ ist.
¢) Angenommen, es wiirde doch $ € T gelten (also T; = T). Hat Ihr G; immer noch
im Allgemeinen (sprich fiir eine beliebige Wahl von G) die Eigenschaften, die in
Teilaufgabe [a)] gefordert wurden? Begriinden Sie Ihre Antwort.

Losung 7.2

a) Essei 51 € N.
N = {Sl}UN, P = {Sl — 5$51 | S}UP
Achtung: Statt S; einfach S zu nehmen ist falsch, z.B. wenn P = {S — aSb | ¢}

b) e € L(G)

c) Nein. Z.B. wiare N = {S}, T = {a} und P = {S — a$}, dann hatten wir L(G) =
{a$} und damit auch a$ € L(G;). Nach der zweiten Eigenschaft miisste aber dann
u = a € L(G) gelten, was nicht stimmt.

Aufgabe 7.3 (1 +1+ 1.5+ 1.5 = 5 Punkte)
Sei A = {a,b, c}. Ferner sei fiir i € {1,2} die kontextfreie Grammatik G; = ({S;}, A, S;, P))
gegeben, wobei:

P = {Sl — aaS; | bb | CSl} b, = {52 — aSsb | bSsa | C}

a) Geben Sie ein Wort w € L(G1) N L(Gz) minimaler Lange an.
b) Zeichnen Sie zu G; und G; jeweils einen Ableitungsbaum fiir w.
c) Was ist [L(G1) N L(G)|? Begriinden Sie Ihre Antwort.



d) Geben Sie eine kontextfreie Grammatik G = (N, A, S, P) mit hochstens 3 Nichtter-
minalsymbolen (d.h. |[N| < 3) und hochstens 10 Produktionen (d.h. |P| < 10) an,
fiir die es genau dann w € L(G) gilt, wenn

e w¢&L(Gy) und

e w = w'bb fiir ein w’' € {a,c}* ist.
Bemerkung. Es gibt eine solche Grammatik G, die mit lediglich 2 Nichtterminalen
und 7 Produktionen auskommt.

Losung 7.3
a) Es gibt iiberhaupt nur nur ein Wort im Durchschnitt, ndmlich w = aacbb.

b) Gi: Sq Go: S2
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¢) |L(G1) N L(Gy)| = 1. Denn die von G, erzeugten Worter enthalten genau ein c.
Vor einem c darf bei den von G; erzeugten Wortern aber nur ein Wort aus {aa}*
stehen, was mit G, nur mit der Produktion S; — aS;b erzeugen ldsst. Es folgt, dass
nach dem c ein Wort aus {bb}* stehen muss; bei G; lisst sich so ein Wort aber
ausschliefllich durch einmaliges Anwenden der Produktion S; — bb erzeugen.

d) Da auch G; nur Worter der Form w’bb mit w’ € {a, c}* erzeugt, darf bei den von G
erzeugbaren Wortern das w’ nicht aus {aa, c}* stammen. D.h. von den ,maximal
langen reinen a-Blocken” muss einer ungerade Lange haben. Das klappt z. B. so:
N={S,X}und P={S — aaS|cS|abb|acX, X —aX|cX|bb}

Aufgabe 7.4 (0.5 + 1.5 + 1 + 1 = 4 Punkte)
In Aufgabe 3.2 haben Sie die Horn-Formeln kennengelernt. In dieser Aufgabe werden
wir sehen, wie man sie anhand von kontextfreien Grammatiken definieren kann.

Zur Erinnerung: Es sei Vary, C {Q; | i € Np} ein Alphabet aussagenlogischer
Variablen, das mindestens Qg enthéiltEI Zu einer Menge M C For,4y, von aussagenlogischen
Formeln sei V(M) = U,en, Vi(M), wobei ftir i € Ny gilt:

VM) =M und  Vin(M) ={frg|feViM)gecM}

Es bezeichne 1 die unerfiillbare Formel Qo A —~Qp und T die Tautologie Qo v —Qp. Eine
Horn-Klausel ist eine Formel der Form (f — ¢), die (genau) eine der folgenden drei
Bedingungen erfiillt:

1. f=Tund g € Varyg

2. f € V(VW’AL) und gc Var a1,

3. feV(Vara) und g = L

Fiir die Menge H der Horn-Klauseln ist dann V(H) die Menge der Horn-Formeln.

a) Es sei Ky ein Nichtterminalsymbol. Geben Sie eine Menge P, von hochstens
2|Varar| + 1 Produktionen fiir Ky an, sodass die Menge der aus K; ableitbaren
Worter genau V(Var ) ist. Sie diirfen dabei in Py nur Ky als Nichtterminalsymbol
verwenden.

1In Aufgabe 3.2 hiefien die Variablen zwar P; (statt Q;), strukturell macht das aber keinen Unterschied aus.



b) Firi € {1,2,3} sei K; ein Nichtterminalsymbol. Geben Sie fiir jedes K; jeweils eine
Menge P; von Produktionen an, sodass die aus K; ableitbaren Worter genau die
Horn-Klauseln sind, die die i-te obere Bedingung erfiillen. Sie diirfen dabei in P;
als einzige Nichtterminalsymbole nur Ky und K; benutzen.

c) Geben Sie eine kontextfreie Grammatik G = (N, T, S, P) mit L(G) = V(H) an, fiir
die

3
{S—>K |K|K}IUlJPCP
i=0
sowie N = {S, Ky, Ky, Ky, K3} ist. Sie miissen insbesondere nicht nur P, sondern
auch T prézise angeben.

d) Zeichnen Sie den Ableitungsbaum zu G einer konkreten Horn-Formel. Wenden Sie

dabei die Nichtterminalsymbole Kj, K>, und K3 jeweils mindestens einmal an.

Losung 7.4
a) Py= {Ko — 0 | [AS VEIT’AL}U{KO — Kgav | (RS VLITAL}
b) e P ={Ki—=(T—=0)|veVary}
° PQZ{K2—>(K0—>’U)|U€VLITAL}UPQ
U] P3:{K3—>(K()—>J_)}UP0
o) T={~nv,>()}UVarypund P={S = K1 | K | K3 | SAS}UU, P;

d)
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Aufgabe 7.5 (1 +1 + 3 =5 Punkte)

Es sei M eine Menge und R C M x M eine Relation auf M. Wir sagen, eine Teilmenge
C C M ist eine R-Clique, wenn fiir jedes x und y aus C gilt: x Ry. Fiir x € M sei aufierdem
R(x) = {y € M | x Ry}. Ferner sei die Relation R~! C M x M wie folgt definiert:

R ={(xy) | (v,x) R}

a) Gibt es eine Menge M und eine Relation R C M x M auf M, sodass es fiir jedes
n € Ny eine R-Clique C,, der Grofle |C,| = n gibt? Falls ja, geben Sie ein solches M,
R, sowie C, (fiir jedes n € Ng) explizit an; andernfalls begriinden Sie, warum das
nicht der Fall sein kann.

b) Geben Sie alle Is-Cliquen an, wobei I, die Identitdt auf M ist.

c) Esseienjetzt S, T C M x M Relationen auf M. Zeigen Sie, dass es aus TloTCS
folgt, dass T~!(y) fiir jedes y € M eine S-Clique ist.

Losung 7.5
a) Ja,z.B. M = Ny, R = Ny x Ny, und C, :{XE No ‘ x<n}
b) {x}, fiir jedes x € M, und @
c) Essei T"'oT C Sund y € M. Zu zeigen ist, dass T~(y) eine S-Clique ist. Es
seien also x1,x, € T~!(y). Bs folgt (y,x1), (y, x2) € T~! und damit auch (x1,y) € T.
Wegen

T loT={(x,z)EMxM|TIyecM:(x,y) €TA(y,z) € T '}

ist dann (x1,x2) € T"'oT C S. Da x; und x; beliebig waren, so ist also T~!(y)
eine S-Clique.

Bemerkung. Die umgekehrte Implikation kann man auch zeigen: Es sei T~!(y)
eine S-Clique fiir jedes y € M und (x1,x2) € T~! o T. Dann muss es nach der
oberen Gleichung ein y € M geben, sodass (x1,y) € T, das heift, (y,x;) € T~! und
(y,x2) € T~1ist. Es folgt x1,x2 € T~!(y) und, weil dies eine S-Clique ist, so haben
wir (x1,x2) € S. Da das Paar (x1, x2) beliebig war, so folgt T"'o T C S.

Die Aquivalenzaussage, die dadurch entsteht, kann z. B. verwendet werden, um
zu zeigen, dass es genau dann T ' o T C Iy gilt, wenn T linkseindeutig (bzw.
injektiv, wenn T Abbildung) ist. (Da nach Teilaufgabe |b)| gilt, dass jede I-Clique
eine einelementige Menge {x} sein muss, wobei x € M ist.)



