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Liebe Erstsemester, die Fachschaft Mathematik /Informatik
veranstaltet jedes Jahr das sog. Eulenfest am Infobau (50.34).
Traditionell wird dieses Fest von Erstsemestern organisiert,
und genau dafiir brauchen wir euch! Wir laden jeden mit Lust
an der Mitgestaltung des diesjahrigen Eulenfestes ganz
herzlich zum ersten Orga-Treffen am Mo., den 28.10. um 19:30
Uhr im Raum -120 (Infobau) ein!

Eure Fachschaft Mathematik /Informatik

Aufgabe 2.1 (4 Punkte)

Es sei A = {a,b} ein Alphabet. Definieren Sie eine binidre Operation ¢: A* x A* — A*,
die zwar kommutativ, aber nicht assoziativ ist. Beweisen Sie anschliefSend, dass Ihre
Operation diese zwei Eigenschaften hat.

Losung 2.1
Es gibt verschiedene Losungen. Eine davon wire z. B. ¢ wie folgt zu definieren:

s, N (oywn) > Ny(wrwn)

Ywy, wy € A*: w1 oWy =
Il N, (wywy) < Ny(wiws)

Das ist kommutativ, da x/@1@2l = ylwwil gowie Ny (wiwy) = Ny(wowq) fiir beliebiges
x € A ist. Es ist aber nicht assoziativ:

(acab)ob=aaaob = aaaa 7# bbbb = aobbb=ao (abob)

Aufgabe 22 (1.5+1+1+1+1+ 25 =8 Punkte)
Sei A = {a,b} ein Alphabet. Gegeben eine Abbildung s: Ng — {0, 1}, definieren wir eine
Abbildung fs: A* x Ng — A* wie folgt:

VieNg: fule,i) =

)
Vie NgVw € A" Vx € A fs(xw, i)

{xfs(w, i+1), wenns(i) =
)

1
fs(w,i+1), wenns(i)=0

a) Fur jedes i € N sei s(i) wie folgt:

(i) = {1, falls i ungerade

0, fallsi gerade

Berechnen Sie f;(w,0) Schritt fiir Schritt fiir jedes w € {a, bb, ababb}.
Hinweis. Wenden Sie bei jedem Schritt die Definition von f; hochstens einmal an.
b) Was ist | fs(w,0)|, wenn w € A* beliebig ist?
c) Seien sg,s1: Ng — {0,1} Abbildungen mit so(i) = 0 und s1 (i) = 1 fiir jedes i € Np.
Geben Sie f;,(w,0) und f;, (w,0) fiir jedes w € A* an.
d) Es sei jetzt w = abbabab. Geben Sie eine Abbildung s: Ny — {0,1} an, sodass
fs(w,0) = aaa ist.



e) Esseis: Ng — {0,1} und i € Ny. Definieren Sie s;: Ny — {0,1} mit der Eigenschaft:
Vw e A" : fi,(w,0) = fs(w,i)

f) Gegeben Abbildungen r1,72: No — {0,1}, sei v, »,: No — {0,1} so, dass fiir jedes
i € Np gilt:
. 0, fallsri(i) =m(i)=0
i) ={ 10 =200

1, sonst

Geben Sie eine notwendige und hinreichende Bedingung fiir 71 und r; an, damit
Folgendes gilt:

Vwe A" : fo, . (w,0) = fr,(w,0) fr,(w,0)

Tipp. Denken Sie zuerst dariiber nach, was gelten muss, damit die Worter auf beiden
Seiten der Gleichung die gleiche Lange haben. Beschrdnken Sie sich anschlieffend
auf Worter einer festen Lange n € Ny (also |w| = n) und finden Sie da eine (auf
Worter der Lange n eingeschrankte) Bedingung fiir r; und ;. Verallgemeinern Sie
zum Schluss diese Bedingung auf Worter beliebiger Lange.

Losung 2.2
a) fs( ) fs(S,l) =€
fs(bb,0) = fs(b,1) = bfis(e,2) =b
fs(ababb 0) = fs(babb,1) = bf;(abb,2) = bfs(bb,3) = bbfs(b,4) = bbfs(¢,5) = bb
|

b) Y falls |w| gerade, ansonsten ‘”‘ !

O fulw,0) =&, o (,0) = w
d) s(0) =s(3) =s(5) =1,s(1) =s(2) =s(4) =s(6) =0, und s(i) firi € No miti > 6
beliebig
e) Vx € Ng :si(x) = s(x +1)
f) es gibt ein t € Ny so, dass
i) Vi>t:ri(i)=0 wund
i) Vi<t:r(j)=0
Aquivalent dazu ist z. B. auch folgende Bedingung:
Es gibt nicht i, j,k € Ngp mit i < j < k und so, dass r1(i) = r2(j) = r1(k) = 1ist
Erliauterungen:
* Beobachtung: Die Lange von f;(w,0) ist die Anzahl der i € Z|,,| mit s(i) = 1.
* Damit f,, , (w,0) und f,(w,0)fr,(w,0) gleiche Lange haben, darf es kein
i < |w| geben mit r1(i) = rp(i) = 1. Wenn die Langen fiir jedes w gleich sein
sollen, darf es also tiberhaupt kein i € Ny geben mit 7 (i) = r2(i) = 1. Diese
Bedingung ist also jedenfalls notwendig.
¢ Diese Bedingung ist aber noch nicht hinreichend, wie man z. B. am Wort aba
sieht:



i 01 2
w(i) a b a
r (i) 10 1
ra (i) 01 0
Vror, (1) 11 1
fr, (w,0) a a also f,(w,0) = aa

fr,(w,0) b also f;,(w,0) =b
for,,(w,0)(i) a b a alsofy  (w0)=abaz#aa b

Aufgabe 2.3 (1+1+2+25+1+2.5=10 Punkte)
In dieser Aufgabe (und weiteren auf kommenden Aufgabenblittern) geht es um das
Postsche Korrespondenzproblem (PKP), das nach dem Mathematiker Emil Leon Post benannt
ist. Warum das ein interessantes und wichtiges Problem aus der theoretischen Informatik
ist, werden Sie noch in anderen Vorlesungen erfahren.

Es sei A = {a,b}. Beim PKP arbeitet man mit Paaren von Wortern. Daher fiihren
wir als erstes die Abkiirzung P = A* x A* ein; es ist also z.B. (aab,ba) € P. Auflerdem
definieren wir die bindre Operation ¢: P X P — P durch die Festlegung:

(t1,b1) o (t2, bp) = (t1t2, b1by)

a) Die Operation ¢ besitzt ein neutrales Element. Geben Sie es an und beweisen Sie,
dass es das neutrale Element ist.
b) Beweisen Sie, dass die Operation ¢ assoziativ ist.
Eine Instanz des PKPs ist eine nichtleere Liste D = (dy,da,...,d,) € P" von Paaren von
Wortern, die man manchmal auch Dominos nennt.
Zu einer PKP-Instanz D € P" heif3t eine Indexfolge (i1,i2,...,im) € {1,...,n}" mit
m € N4 eine Losung fiir D, wenn sie diese Eigenschaft hat:

fiir (t, b) = di1 <>d1'2 Gt O dim gﬂt: t="> (PKP)

Hinweis. Ausnahmsweise haben wir gerade diese Piinktchen ,,- - - “ benutzt. Wir werden
spdter in der Vorlesung sehen, wie man z. B. hier ohne sie hédtte auskommen konnen.

c) Es sei n = 3 sowie d; = (a,aba), d, = (ba,a) und d3 = (aba,b). Geben Sie eine
Losung fiir diese PKP-Instanz an.

Hinweis. Es gibt eine Losung mit m = 5.

d) Es seijetzt dy = (ab,a), d» = (ab,ba) und d3 = (ba,b). Begriinden Sie, warum diese
PKP-Instanz keine Losung haben kann.

e) Welche Moglichkeiten gibt es fiir die Anzahl Losungen einer (beliebigen) PKP-
Instanz?

f) Geben Sie Paare di = (t1,b1), d2 = (t2,b2) und d3 = (t3,b3) (alle aus P) an, sodass
t1,t, t3, by, by, by alle unterschiedliche Worter sind (d.h. |{t1, t2, t3,b1, b2, b3} = 6)
und eine Losung fiir die Instanz D = (dy,dy, d3) des PKPs existiert, in der jedes
Domino d; mindestens einmal vorkommt. Geben Sie anschliefSend eine solche
Losung fiir D an.

Losung 2.3
a) (g ¢) ist da neutrale Element, da fiir (t,b) € P gilt:

(t,b) o (g,€) = (t,b) = (e,€) o (t,b)



b)

<)
d)

f)

Es sei (t;,b;) € P furi € {1,2,3}. Dann gilt:

((t1,b1) © (t2,b2)) © (t3,b3) = (t1t2, biby) © (t3,b3)
t1tat3, bibobs)
t1,b1) © (fat3, bobs)

tl, bl) <& ((tz, bz) <& (t3, b3))

—~~

(1,2,1,3,2)

Sei L = (i1,ia,...,im) € {1,...,n}™ gegeben sowie (t,b) = d; od;, o --od;, , wobei
m € N ist; insbesondere gilt t # € # b. Damit t = b gilt, so muss auch #(0) = b(0)
gelten; das heifst, wir konnen annehmen, dass auch i; # 2 der Fall ist. Es folgt
ip € {1,3} und somit |t;, | > |b;, |, was wiederum bedeutet

m m m m
|t’ = |ti1ti2 o 'tim| = Z |ti]'| = ‘ti1| + Z‘tij| > ’bi1| +Z |ti]'| 2 ‘bily + Z ’bi]'|/
=1 =2 s j

wo wir bei dieser letzten Abschitzung verwenden, dass |t > |by| fur k € {1,2,3}
gilt. Da die rechte Seite gleich Yy [b; | = [b;,b;, - - - by, | = |b] ist, so erhalten wir
t # b. Damit kann L keine Losung der PKP-Instanz sein.

Entweder keine oder unendlich viele

Erklirung. Ist L = (iy,ip,...,in) eine Losung, soauch L' = (iy,12,. .., im, 11,12, - -, im),
wobei L' echt ldnger als L ist (und insbesondere L' # L). Also, angenommen
eine PKP-Instanz besitzt mindestens eine Losung, so kann man dieses Argument
wiederholen und unendlich viele Losungen bekommen.

Z.B. (t1,b1) = (a,a?), (t2,b2) = (a*,a®), und (t3,b3) = (a®,a’). Dann ist (1,2,1,3)
eine Losung, bei der jeder Dominostein mindestens einmal vorkommt.



