Grundbegriffe der Informatik
Musterlosung zu Aufgabenblatt 4

Aufgabe 4.1  (242+2 Punkte)

Geben Sie fiir folgende aussagenlogische Formeln jeweils einen arithmetischen Aus-
druck an, so dass das Ergebnis den Wahrheitswerten der aussagenlogischen Formel
entspricht. Verwenden Sie fiir den Ausdruck nur die Operatoren 4+, - und - sowie
konstante Zahlen. 0 bzw. 1 repréasentiert dabei den Wahrheitswert falsch bzw.
wahr.

a) AV B
b) A= B
c) A B

Hinweis: ,<
identisch sind.

13

ist genau dann wahr, wenn die Wahrheitswerte von A und B

Losung 4.1

a) A+ B—-A-B

by 1-A+A-B

c) (1—A)-(1-B)+.A-Boder alternativl —A—-B+2-A-8B

Hinweis: Natiirlich sind auch andere Losungen moglich. Wichtig ist jedoch, dass
die Ergebnisse den Wahrheitswerten der aussagenlogischen Formeln entsprechen.
Klammern diirfen auch verwendet werden.

Aufgabe 4.2 (4 Punkte)
Gegeben sei folgendes Programmstiick:
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for i < 0to n do
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Beweisen oder widerlegen Sie die Korrektheit der folgenden Aussage:
Y; = 20T + 3T A X = 27 + 37 ist Schleifeninvariante.



Losung 4.2
Wir beweisen die Korrektheit der Schleifeninvariante durch vollstandige Induktion.

Induktionsanfang: j = 0: 207! + 39" =5 =V, A20+ 3" =2 = X,. /

Induktionsvoraussetzung: Fiir ein beliebiges aber festes j € Ny gelte
Y; =2 4 3 A X =27 + 3,

Induktionsschluss: Wir zeigen, dass dann auch Yj,; = 2072 + 372 A Xy =
27+ 4+ 371 gelten muss.

Es gilt:
Y1 = 9Y; — 6X; nach Algorithmus
=52t + 37t —6(27 + 37) nach Ind.vor.
=10-2/+15-3 —6-2/ —6-3
=4-.2/49.3
— 2j+2 + 3j+2
= QUHDHL 4 3U+DH letzte Zeile fiir die ganz Genauen
AuBerdem gilt nach Algorithmus und IV: X, = v; ¥ 9i+1 4 341 0.

Punkteverteilung: Ein Punkt auf richtige Antwort ,gilt* und fiir die Induktion
1+ 0.5 4 1.5. Wenn man die letzte Zeile des IS nicht hat, machts auch nichts.

Aufgabe 4.3 (144 Punkte)

Ein Behélter enthélt insgesamt a schwarze und b weifle Kugeln. Auflerdem gibt es
einen beliebig groflen Vorrat weiterer Kugeln aulerhalb des Behélters.

Es wird so lange wie mdglich immer wieder der folgende Schritt wiederholt: Zunéchst
werden zufillig zwei Kugeln aus dem Behélter herausgenommen. Haben diese die
gleiche Farbe, werden sie zur Seite gelegt und eine schwarze Kugel (aus dem Vor-
rat) in den Behélter gegeben. Sind die gezogenen Kugeln verschiedenfarbig, dann
wird die weile Kugel wieder in den Behilter gegeben und die schwarze Kugel zur
Seite gelegt.

a) Wie oft ldsst sich ein solcher Schritt wiederholen, bis es nicht mehr weitergeht?

b) Was konnen Sie iiber das Endergebnis sagen? Formulieren Sie eine Invariante,
und zeigen Sie, wie daraus Ihre Behauptung folgt. Beweisen Sie aulerdem, dass
es sich um eine Invariante handelt.

Hinweis: Unterscheiden Sie die Félle a, b gerade oder ungerade.



Losung 4.3

a)

Unabhéngig von den gezogenen Farben werden bei jedem Zug zwei Kugeln
entnommen und eine wieder in den Behélter zuriick gelegt. Die Anzahl der
Kugeln im Behélter wird also in jedem Schritt um eins verringert. Folglich sind
genau a + b — 1 Ziige moglich, da sich nach dem (a + b — 1). Zug nur noch eine
Kugel im Behilter befindet.

Es gibt drei Moglichkeiten fiir die Farbkombination der beiden gezogenen Ku-
geln:

1.) eine weile und eine schwarze Kugel
2.) zwel schwarze Kugeln

3.) zwei weifle Kugeln

In den ersten beiden Fillen wird jeweils die Anzahl der schwarzen Kugeln im
Behélter um eins verringert, wiahrend die Anzahl der weilen Kugeln gleich
bleibt. Im dritten Fall wird die Anzahl der weilen Kugeln um zwei verringert,
wéahrend die Anzahl der schwarzen Kugeln um eins erhéht wird.

Sei w; die Anzahl der weiflen und s; die Anzahl der schwarzen Kugeln,die nach
i Ziigen noch im Behélter sind, wobei 0 < i < (a+b—1). Im ersten und zweiten
Fall ist folglich w; = w;_; und s; = s;_1 — 1, im dritten Fall w; = w;_; — 2 und
$; = 8;_1 + 1. Daraus ist nun leicht erkennbar, dass sich die Anzahl der weiflen
Kugeln nur in Zweier-Schritten verringern kann, wiahrend sich die Anzahl der
schwarzen Kugeln in Einer-Schritten erhéhen oder verringern kann.

Nun kénnen wir folgende Invariante fiir ¢ > 0 formulieren:

o Vi € G,y :Paritit(w;) = Paritét(wg) bzw w; mod 2 = wy mod 2.

e Oder in Worten: Die Anzahl der weifilen Kugeln modulo 2 (also die Paritét)
bleibt gleich.

Laut Aufgabenstellung ist sy = a und wy = b. Wir wissen aus Teilaufgabe
a), dass am Ende nach a + b — 1 Schritten genau eine Kugel iibrigbleibt. Ist b
gerade, dann muss die letzte Kugel schwarz sein, da sich die Anzahl der weiflen
in Zweier-Schritten auf 0 verringert. Ist b jedoch ungerade, dann bleibt am Ende
eine weifle Kugel iibrig. Das Endergebnis ist folglich unabhéngig davon, ob «a
gerade oder ungerade ist.

Punkteverteilung: je ein Punkt fiir richtiges Endergebnis, Invariante, Beweis der
Invarianz und Schlussfolgerung daraus.

Hinweis: Diese Losung ist deutlich ausfihrlicher als wir es von den Studierenden
erwarten!



Aufgabe 4.4 (3 Punkte)

Ein Schachbrett besteht aus 8 x 8 schwarz oder weify gefarbten Feldern, wobei zwei
benachbarte Felder immer unterschiedliche Farbe besitzen. Die beiden d&ufleren sich
diagonal gegeniiberliegenden Felder werden aus dem Schachbrett herausgebrochen,
so dass ein Brett wie in der gezeigten Abbildung entsteht.
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Desweiteren sind beliebig viele Spielsteine vorhanden, wobei ein Spielstein die
Lange von 2 Feldern und die Breite eines Feldes besitzt. Der folgende Prozess
wird so lange wie moglich wiederholt: Lege ein Spielstein horizontal oder verti-
kal auf 2 benachbarte Felder des Schachbrettes. Der Spielstein darf nicht diagonal
gelegt werden und keinen anderen Spielstein iiberdecken.

Ist es moglich das komplette Brett mit Spielsteinen zu bedecken? Begriinden Sie
Ihre Antwort und formulieren Sie eine Invariante, die nach dem Legen jedes Spiel-
steines gilt und aus der sich das Ergebnis nachweisen lasst.

Losung 4.4

Es ist nicht moglich das vorhandene Schachbrett komplett mit den Spielsteinen zu
bedecken.

Durch das Herausbrechen zwei gleichfarbiger (in unserem Falle schwarzer) Felder,
befinden sich mehr weifle als schwarze Felder sichtbar auf dem Brett. Durch das
korrekte Legen eines Spielsteins wird immer ein schwarzes und ein weiles Feld
abgedeckt, so dass sich die Uberzahl an sichtbaren weifien Feldern nicht beseitigen
lasst.

Sei w; die Anzahl der noch sichtbaren weiflen Felder und s; die Anzahl der noch
sichtbaren schwarzen Felder nach Legen des i-iten Spielsteins.

Als Invariante lésst sich also folgendes formulieren:

e Die Anzahl der weiflen Felder ist um 2 grofler als die der schwarzen Felder,

Folglich kann man nie dazu kommen, dass alle Felder bedeckt sind, denn dann
wéare w; = s; = 0.

Punkteverteilung: Je ein Punkt auf richtige Antwort ,,nein“, Invariante und Schlussfol-
gerung daraus.



