Grundbegriffe der Informatik
Musterlosung zu Aufgabenblatt 4

Aufgabe 4.1 (341 Punkte)

Gegeben sei das Alphabet A = {(,)}.
Wir definieren fiir ¢ € Ny die formalen Sprachen L; C A* wie folgt:

o Ly={¢}
o VieNy: Liyy={e}UL;- L; U{(}- L - {)}

Die formale Sprache L C A* erfiille L ={e}UL-LU{(}-L-{)}.

a) Beweisen Sie (durch vollsténdige Induktion): Vi € Ny : L; C L.

Induktionsanfang: i =0: Ly ={e} C{e}UL-LU{(}-L-{)} =L /.
Induktionsvoraussetzung: Fiir ein festes, aber beliebiges i € Ny gilt: L; C L.
Induktionsschluss: Wir zeigen, dass dann auch L;,; C L gelten muss.

Sei w € Liyq. Dann gilt: w = eV 3wy, we € L; :w = wy-weVIW' € Lyt w = (w').

e 1. Fall: w = e. Dann gilt w € Ly C L nach Induktionsanfang.

e 2. Fall: dwy,wy € L; : w = w; - we: Nach Induktionsvoraussetzung gilt
wy,we € L=>wy-wyeL-L=>wel-LC{efUL-LU{(}-L-{)}=L.

e 3. Fall: 3w’ € L; : w = (w'): Nach Induktionsvoraussetzung gilt v’ € L =

(w)e{(}-L- O =we{( - L-{)}S{eUL-LU{(}-L-{)} =L
Damit gilt in jedem Fall w € L, und die Behauptung ist gezeigt.
b) Zeigen Sie: | J;°, L; C L

Sei w € |J;2, L; beliebig. Dann gibt es ein i € Ny, so dass w € L; gilt. Nach
Teilaufgabe a) gilt Vi € Ny : L; C L.

Also folgt w € L, und die Behauptung ist bewiesen.

Aufgabe 4.2 (343 Punkte)

Sei M eine Menge und ¢ : M x M — M eine assoziative Operation auf M. Weiterhin
habe M ein neutrales Element e beziiglich ¢, d.h. fiir alle a € M gilt: ace = eca = a.
Wir definieren fiir allea € M :a® =eund Vi € Ny : '™ =d’ ¢ a.



a) Beweisen Sie (durch vollstindige Induktion): Vi, j € Ny : a* o a/ = a'17.

Sei ¢ € Ny beliebig.

Induktionsanfang: j =0: a’oa’ =a'oa’ =a'oe=a"=a""0. |/
Induktionsvoraussetzung: Fiir ein festes, aber beliebiges j € Ny gilt: a'oa/ =
at,

Induktionsschritt: Wir zeigen, dass dann auch a’ ¢ ¢/ = '™/ 7! gilt.
dodtl =aio(@oa)=(adoa)oaX ati oa=atit!

Damit ist die Behauptung gezeigt.

b) Nennen Sie zwei Stellen in der Vorlesung, an der dieses Ergebnis anwendbar ist.
Geben Sie jeweils M, e und ¢ an.

e Potenz von Wortern: M = A* e = ¢,o = -(Konkatenation).

e Potenz von Sprachen: M = {B | B C A*}, e = {¢},o = -(Konkatenation
von Mengen).

o Reflexiv-transitive Hiille von Relationen: M = {R | R C A x A}.e =
IdA, & = o.

Aufgabe 4.3 (2+3+2+2 Punkte)
Gegeben sei die Grammatik G = ({S}, {a,b}, S, {5 — aSb | aS | a}).

a) Geben Sie eine mathematisch prézise Beschreibung der Sprache L(G) an, die sich
nicht auf G oder eine andere Grammatik bezieht.

L(G) ={a"™ |n,m € Ny An >m}

b) Zeigen Sie: Vw € {a,b, S}*: (S =* w) = Ng(w) + N,(w) > Ny(w).
(Hinweis: Fiir ein Zeichen z wurde N, auf Ubungsblatt 3 definiert.)

Induktion iiber die Ableitungslinge: S =% w

Induktionsanfang: i =0: (S =" w) = w= 295
= Ng(w) =1 A Ny(w) = Ny(w) = 0= Ng(w) + Nuy(w) > Nyp(w). /

Induktionsvoraussetzung: Fiir ein festes, aber beliebiges j € Ny gilt:
(S =" w) = Ng(w) + Ny(w) > N,y(w).

Induktionsschluss: Wir zeigen, dass dann auch gilt:
(S =" w') = Ng(w') + Ny(w') > Ny(w').

(S =""w) = (Jw e {a,b,S}*: S =" w=w).



Dies bedeutet, es gibt Worter wy,ws € {a,b,S}* : w = w;Swy und w' €
{wiaSbwsy, wiaSws, wiaws}.

Nach Induktionsvoraussetzung gilt Ng(wiSws) 4+ N, (w1 Sws) > Ny(wiSws), und
damit Ng(wiws) + 1 + N, (wyws) > Ny(wiws).

e 1. Fall: w = wyaSbw,:
Ng(w)+N,(w) = Ng(wiaSbws)+N,(wiaSbwsy) = Ng(wiwy)+14 N, (wiws)+
15 Ny(wiwsy) + 1 = Ny(wiaSbws).

e 2. Fall: w = wiaSws:
Ng(w)+ N, (w) = Ng(wiaSws)+ Ny (w1aSwy) = Ng(wiws)+ 14 N, (wywy)+
15 Ny(wiwsy) + 1 > Ny(wiws) = Ny(wiaSws).

e 3. Fall: w = wjaws:
Ng(w) 4+ Ny(w) = Ng(wiaws) + Ny (wiaws) = Ng(wiws) + Ny (wiwsy) + 1 g

Nb(wlwg) = Nb(wlawg).

Damit ist die Behauptung bewiesen.

Gegeben seien Worter wy, we € {a,b}* mit S =* w; Sws.

Welche Mdéglichkeiten gibt es fiir w7 Welche Moglichkeiten gibt es fiir wy? In
welcher Beziehung stehen die Worter wy und wy? (Ohne Beweise.)

wy € {a™ | n € No}b,wy € {0 | n € Ny}, |wy| > |wsl.

Geben Sie ein Wort w € L(G) an, fiir das es zwei verschiedene Ableitungshdume
aus S gibt. Geben Sie zwei verschiedene Ableitungsbdume von w an.

w = aaab




