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Aufgabe 4.1 (3+1 Punkte)
Gegeben sei das Alphabet A = {(, )}.
Wir definieren für i ∈ N0 die formalen Sprachen Li ⊆ A∗ wie folgt:

• L0 = {ε}
• ∀i ∈ N0 : Li+1 = {ε} ∪ Li · Li ∪ {(} · Li · {)}

Die formale Sprache L ⊆ A∗ erfülle L = {ε} ∪ L · L ∪ {(} · L · {)}.

a) Beweisen Sie (durch vollständige Induktion): ∀i ∈ N0 : Li ⊆ L.
b) Zeigen Sie:

⋃∞
i=0 Li ⊆ L

(Hinweis: Dies bedeutet, dass L′ =
⋃∞

i=0 Li ⊆ L die formale Sprache mit den
“wenigsten” Elementen ist, für die L′ = {ε} ∪ L′ · L′ ∪ {(} · L′ · {)} gilt.)

Aufgabe 4.2 (3+3 Punkte)
Sei M eine Menge und � : M × M → M eine assoziative Operation auf M .
Weiterhin habe M ein neutrales Element e bezüglich �, d.h. für alle a ∈ M gilt:
a � e = e � a = a. Wir definieren für alle a ∈M : a0 = e und ∀i ∈ N0 : a

i+1 = ai � a

a) Beweisen Sie (durch vollständige Induktion): ∀j ∈ N0 : ∀i ∈ N0 : a
i � aj = ai+j .

b) Nennen Sie zwei Stellen in der Vorlesung, an der dieses Ergebnis anwendbar
ist. Geben Sie jeweils M , e und � an.

Aufgabe 4.3 (2+3+2+2 Punkte)
Gegeben seien die Grammatik G = ({S}, {a, b}, S, {S → aSb | aS | a}) .

a) Geben Sie eine mathematisch präzise Beschreibung der Sprache L(G) an, die
sich nicht auf G oder eine andere Grammatik bezieht.

b) Zeigen Sie: ∀w ∈ {a, b, S}∗ : (S ⇒∗ w) =⇒ NS(w) +Na(w) > Nb(w).
(Hinweis: Für ein Zeichen x wurde Nx auf Übungsblatt 3 definiert.)

c) Gegeben seien Wörter w1, w2 ∈ {a, b}∗ mit S ⇒∗ w1Sw2.
Welche Möglichkeiten gibt es für w1? Welche Möglichkeiten gibt es für w2? In
welcher Beziehung stehen die Wörter w1 und w2? (Ohne Beweise.)

d) Geben Sie ein Wort w ∈ L(G) an, für das es zwei verschiedene Ableitungsbäu-
me aus S gibt. Geben Sie zwei verschiedene Ableitungsbäume von w an.


