Losungen zu den Faschingsaufgaben

Aufgabe 15

a)

b)

c)
d)

Eine Menge, die aus jeder Aquivalenzklasse genau ein Element enthélt, ist
{a" |neNo}u{a"v | n e Ny} U{ba}.
e VneNy:w=a"= {w €{ab} |ww € L} = {a"a""* | k € Ny}.
e VneNy:w=a"b= {we{ab}|ww eL}={a"}
e w="ba= {w € {a,b}|ww €L} =10.
Nein.

Da es unendlich viele verschiedene Aquivalenzklassen beziiglich der Nerode-
Aquivalenz gibt, kann es keinen endlichen Akzeptor geben, der L erkennt, und
damit kann es auch keine rechtslineare Grammatik geben, die L erzeugt.

Aufgabe 16

a)

Sei f(0) = f(1).

Wir zeigen durch vollstdndige Induktion, dass Vn € Ny : f(n) = f(0).
Induktionsanfang: Die Behauptung gilt fiir n = 0 nach Voraussetzung.
Induktionsannahme: Fiir ein festes n € Ny gilt f(n) = f(0).

Induktionsschritt: Da 1F0, also f(1) = f(0) gilt, folgt mit der Vertréglichkeit
(1+n)F(0+n) also f(n+1) = f(n). Nach Induktionsannahme gilt somit auch

fn+1) = f(0).

Sei f(n) = f(0).

Wir zeigen durch vollstdndige Induktion, dass Vk € Ny : f(kn) = f(0).
Induktionsanfang: Die Behauptung gilt offensichtlich fiir k£ = 0.
Induktionsannahme: Fiir ein festes k € Ny gilt: f(kn) = 0.

Induktionsschritt: Da nF0 gilt, folgt (n+kn)F(0+kn), also f((k+1)n) = f(kn).
Nach Induktionsannahme gilt somit auch f((k + 1)n) = f(0).

Sei f(n) = f(0). Nach Aufgabenteil b) gilt fiir jedes k € Ny : f(kn) = f(0).
Es folgt: knFO0 = (kn+m)F(0+m) = f(kn+m) = f(m).



d)

Achtung: In der Aufgabenstellung war ein Fehler: Es muss zusétzlich als Vor-
aussetzung gelten, dass es ein n € N, gibt, fiir das f(n) = f(0) gilt (ansonsten
ist die Aussage nicht korrekt).

Sei also n € N so, dass f(n) = f(0).
Seien ny,ne € Ny mit ny > ng, also n; — ng > 0, und f(n1) = f(na).

Dann ist nach Teilaufgabe ¢) auch f(nny + ny —ny) = f(n; — ny). Die linke
Seite ist gleich f((n — 1)ng + ny).

Aus f(n1) = f(ng) folgt mit Vertriglichkeit f((n—1)na+n1) = f((n—1)na+ns).
Also ist f((n — 1)ng +ng) = f(ng — na).

Die linke Seite ist f(nng) und da f(n) = f(0) ist, auch f(nng) = f(0). Also ist
f(n1 —mng) = £(0).

Sei n € NT die kleinste Zahl grofer als 0, fir die gilt: f(n) = f(0).

Dann gilt nach Aufgabenteil ¢): Vny,ne € Ny : [Fk € Ny @ [y — na| = kn] =
f(n1) = f(n).

Seien nun ny,ne € Ny mit f(ny) = f(n2) und ohne Beschrankung der Allge-
meinheit ny > no.

Sei k = [™="2]. Dann ist kn < ny —ny < (k4 1)n.

Es gibt also m € Ny : m < n und kn +m = ny — ns.

Nach Teilaufgabe d) gilt (ny — ng)F0

Es folgt mit Teilaufgabe c): 0F (ny — no) F'(kn +m)Fm = f(m) = f(0).

Falls m > 0, wére dies ein Widerspruch zur Minimalitdt von n. Also muss
m = 0 gelten und es gilt n; — ny = kn.

Damit ist die Behauptung bewiesen.

(Achtung: Wie oben befand sich in der Aufgabenstellung ein Fehler: Es muss

in der Voraussetzung gelten, dass es ein n € Nt gibt, fiir das f(n) = f(0) gilt,
ansonsten ist die Aussage nicht korrekt.)

Aufgabe 17

a)

Induktionsanfang: S =% w = w = S und es gilt w = €Se.

Induktionsannahme: Fiir ein festes n € Ny gilt:
S="w=weT*VIY € NJwy,wy € T : w=wYws A |wy| = |ws|.

Induktionsschritt: Sei S ="' w und w ¢ T*.

2



Dann gibt es w’ ¢ T* mit S =" w' = w.
Nach Induktionsannahme gibt es ein Y’ € N und Worter w),w; € T* mit
w' = wY'wh und |w]| = |wj|.

Dann muss im letzten Schritt Y’ durch ein Wort v ersetzt worden sein mit
Y -ve Pundov ¢ T

Somit muss es vy,v9 € T* und ein Y € N geben, so dass v = v;Y vy und
|v1] = |vg| gilt (wegen der Forderung an die Produktionenmenge).

Wir erhalten w = wjv,Yvewh, und es gilt |wivi| = |[wi| + |v1] = |vo| + |wh| =
|vwhy| und wivy, vowl € T*.

Setzt man w; = wjv; und wy = vew), hat man die Behauptung gezeigt.

b) Nach jedem Schritt einer Ableitung aus S gibt es hochstens ein Nichtterminal-
symbol; falls es eines gibt, steht dieses in der Mitte des Wortes.

Aufgabe 18

b" (oder b™).

Wir benutzen die obigen Ergebniss und betrachten immer die Konfiguration
a™b™ nachdem das i-te Mal der Zustand von 2z zu zg oder von z; zu Zzg
iiberging.

(3,4) (8,5 (9,12) (12,9) (12,8)
G (35 9.3 (39 &8
21(2,1) (3,2) (6,3) (3,6) (4,4)
31(1,1) (L,2) (33 (3,3 b
4 bt (1,1) b? 3
5 bl

e) Am Ende steht das Wort b9 wobei ggT'(n,m) der grofite gemeinsame
Teiler von n und m ist.

Aufgabe 19

1. ((alb) (alb))*



2. (a(alb)*a)la

3. a((alb) (alb))=*b

4. (alb)*a(alb) (alb) (alb) (alb)
5. (alb)*aba(alb)*

6. bkaxb*(bbaxb*)x*

7. (ablba)*(@*|alb)

Aufgabe 20

a)

Aufgabe 21

((a(ac)*blb)a)*(alac)*b|b) (blc)



Aufgabe 22

b|b

b|ccc

Man beachte, dass dieser Automat versagt, wenn die Eingabe mit a oder ab endet.
Da der Automat nicht , weifl*, wenn die Eingabe zu Ende ist, kann er die letzten
Symbole auch nicht ausgeben.

Aufgabe 23

Da g € T gilt g C s, da s eine obere Schranke von T ist.

Da g grofites Element in T ist, gilt Vo € T : x C g, und damit ist g eine obere
Schranke von T'.

Da s die kleinste obere Schranke von T ist, folgt s C g.

Insgesamt ergibt sich also sC gund g C s = g = s.



