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Klausur Formale Systeme

Name: **Name**
Matr.-Nr.:

**Matrikelnummer**

1 Zur Einstimmung

(4+3+6 = 13 Punkte)

a. Bitte kreuzen Sie in den folgenden Tabellen die fiir die Formeln in der jeweiligen Logik zutreffende
Eigenschaft an. Fiir korrekte Antworten erhalten Sie einen Punkt, fiir falsche Antworten wird ein
Punkt abgezogen. Dabei werden jedoch nie weniger als 0 Punkte pro Tabelle vergeben.

PL1 . X keine erfiillbar allgemein- | uner-
(Pradikatenlogik 1. Stufe) Formel (aber nicht | giiltig (und | fiillbar
der PL1 allgemeing.)| erfiillbar)
Vz3zr p(z) X
plava) & p(1) X
VaTy(p(x) = q(y)) A =(Ez p(z)) = Gy a(v))) X
Vavy(p(z,y) < —p(y, ) X

p, q sind Pradikatensymbole, a ist ein Konstantensymbol, die {ibrigen Bezeichner sind Variablen.

LTL (Lineare Temporale Logik) Mm %d %
allgemeing.)| erfiillbar)

OB AO-(AU B) X

O((AAN-CAOC)— (BUCQ)) X

AV1 X

A, B, C sind aussagenlogische Variablen.

b. Bitte kreuzen Sie in der folgenden Tabelle das Zutreffende an. Fiir korrekte Antworten erhalten Sie
einen Punkt, fiir falsche Antworten wird ein Punkt abgezogen. Dabei werden jedoch nie weniger als
0 Punkte fiir diese Teilaufgabe vergeben.

| H

Sei M eine Menge pradikatenlogischer Formeln. Gibt es eine For- X
mel ¢, so dass M = ¢ und M = —¢ gilt, so hat M kein Modell.

Aus der Unentscheidbarkeit der Priadikatenlogik erster Stufe folgt: X
Es gibt eine allgemeingiiltige Formel F', deren Allgemeingiiltigkeit
sich mit keinem Kalkiil beweisen lésst.

Zu jedem Biichi-Automaten A gibt es eine LTL-Formel B4 mit X
LY(A) ={{eV¥ | =B}
Es gibt eine pridikatenlogische Formel F', deren Skolemnormal- X
form dquivalent zu F’ ist.

Richtig Falsch

Die transitive Hiille einer wohlfundierten Relation ist wieder wohl- X
fundiert.

Wenn A — OOA in einer Kripke-Struktur (S, R, I) falsch ist, dann X
kann R nicht symmetrisch sein.
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2 Shannon-Formeln (4 Punkte)

Gegeben sei folgende aussagenlogische Formel:

~(Q <+ T)A(PVR)

Zeichnen Sie den vollstédndig reduzierten Shannongraphen fiir diese Formel.
Verwenden Sie dazu die Variablenordnung: Q < T < P < R.
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Klausur Formale Systeme Matr.-Nr.: **Matrikelnummer**
3 Unifikation/Resolution (7 Punkte)
Seien

— p ein einstelliges Priadikatensymbol,
— ¢ ein zweistelliges Priadikatensymbol,
— 7 ein dreistelliges Pradikatensymbol,
— f ein einstelliges Funktionssymbol,
- a,b,c,d Konstanten,

— w,z, z Variablen.

Geben Sie fiir jedes der folgenden sechs Klauselpaare genau die Klauseln an, die sich daraus in einem
Resolutionsschritt ableiten lassen. Tragen Sie diese in die folgende Tabelle ein. Es kann Klauselpaare
geben, bei denen mehr als eine Resolvente einzutragen ist.

Wenn ein Paar von Klauseln keine Resolvente hat, so markieren Sie dies entsprechend in der Tabelle durch
ein Kreuz (und nicht dadurch, dass Sie das Feld der resultierenden Resolventen frei lassen).

nicht resolvierbar

L Ap(x), p(0)}, {-p(c)}

Resolventen: | {P(z)} und O, sowie {p(c)}]

I

2. {p(f(x)), =p(f(2)}. {p(f(2), “p(f(2))}
Resolventen: | {P(f(2)), —p(f(2))}|

3. {or(z,z,0), p(@)}, Ar(f(w), f(2),w), q(w,2)}
Resolventen: ’ {p(f(c)),qle, m

4. Aor(z,z,0), p(@)},  Ar(f(w), f(d), w), q(w,2)}

Resolventen: X

5 {p(f(®)}, {-pla)}

Resolventen: X

6. {p(2), ¢(f(z),a)}, {—q(z,w), ~p(f(2))}
Resolventen: | {4(f(f(2)),a), ~q(z,w)} und {p(x), =p(f(f(z))}]

I
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4 Tableaukalkiil (12 Punkte)

Vervollstédndigen Sie das folgende Tableau, bis es geschlossen ist. Notieren Sie dabei:

e bei jeder Erweiterung, durch welche Regelanwendung eine Formel auf dem Tableau entstanden ist,
e bei Abschliissen die beiden Partner,

e die schlieflende Substitution.

0 (V:c Yy (p(a,a) vV —p(z, y))) — (Elwp(w, w) V Vz Iz Vy (—p(x,y) A —p(z, z))) 1

1Yz Yy (p(a,a) V =p(z,y)) 2ew)

0 (Fwp(w, w) VVz 3z Vy (-p(z, y) A (2, 2))) st

0 Jw p(w, w) 4jae)

0Vz 3z Yy (—p(x,y) A —p(z,2)) slae)

03z Yy (—p(x,y) A ~p(x, sk1)) e

0Vy (—p(X1,y) A (X1, sk1)) 7o)

0 (‘!])(Xl, Sk‘g (Xl)) A —|p(X1, Sk‘l)) 8[5(7)]

" T

0-p(X1, ska2(X1)) 98s) 0-p(X71, sk1) 108)]

1p(X1, ska(X7)) 11a) 1p(X7y, sk1) 1210010

1Vy (p(a,a) V —p(X3,9)) 1a@) 0p(Xa, X2) 13000
*[12,10]

1 (p(a,a) VvV —p(X3, X4)) 154y

T

1p(a,a) isas) 1-p(X3, X4) 1718015)]
0p(X5, X5) 1801 0p(X3, X4) 190017
*[16,18] *[11,19]

Die schlieende Substitution ist: {X1/ski, Xo/sk1, X3/sk1, Xa/ska(sk1), X5/a}.
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5 Formalisieren in Pridikatenlogik 2. Stufe (24243 = 7 Punkte)

a. Formulieren Sie die folgenden Aussagen in Priadikatenlogik 2. Stufe. Formalisieren Sie dabei ,, Figen-
schaften® als Mengen (némlich die Menge der Elemente, die die jeweilige Eigenschaft besitzen).

e Fiir jede Eigenschaft gibt es mindestens zwei Elemente, fiir die sie gilt.

(VX TyT2(X (y) A X(2) Ay = 2))]

e Jedes Element hat eine Eigenschaft, die es mit mindestens einem anderen Element teilt.

\vxayaz(Y(x) ANY (2) A=(z = 2)) \

b. Gegeben sei die pridikatenlogische Signatur ¥ = ({},{E}, @) mit a(E) = 2. Jedes Modell (V,I) zu
dieser Signatur kann als gerichteter Graph (V, I(E)) aufgefasst werden. Das Universum V ist dabei
die Menge der Knoten und das Priadikat I(F) die Menge der Kanten.

e Geben Sie eine Formel ¢ der Prédikatenlogik 2. Stufe (PL2) an, so dass valy,; g(¢) = W gdw.
es im Graphen (V,I(FE)) eine Clique gibt. (Eine Clique ist eine Teilmenge der Knoten eines
Graphen, wobei je zwei beliebige, verschiedene Knoten dieser Teilmenge miteinander verbun-
den sind.)

‘HMVxVy (M(z)ANM(y) N—x =y — E(xvy))‘




UML-Diagramm zu Aufgabe 6

Student 1 * Karte
max : Integer

1
1..%
Transaktion Konto
wert : Integer L |guthaben : Integer

I 1 | aktiv : Boolean
abheben(Integer)

Ubersicht iiber wichtige OCL-Operationen

Folgende Operationen sind auf alle Gesamtheiten (Mengen, Multimengen und Listen) anwendbar.

’ Operation ‘ Ergebnis (bei Anwendung auf M)
size() die Anzahl der Elemente in M.
including(o) die Gesamtheit, die M erweitert um o entspricht.

collect(v|exp)

die Gesamtheit, die entsteht, wenn der Audruck ezxp fiir jedes Element in M
ausgewertet wird.

intersection(N)

der Durchschnitt von M und N.

union (N)

die Vereinigung von M und N.

includes (o)

wahr genau dann, wenn o ein Element in M ist.

includesAl1(N) wahr genau dann, wenn jedes Element n der Gesamtheit N auch ein Element in
M ist.
isEmpty () wahr genau dann, wenn M kein Element enthilt.

exists(v|Db)

wahr genau dann, wenn es ein Element v in M gibt, so dass dafiir der boolesche
Ausdruck b zu wahr auswertet.

forAll(v|b)

wahr genau dann, wenn fiir jedes Element v in M der boolesche Ausdruck b zu
wahr auswertet.

select(v|b)

die Gesamtheit der Elemente v von M, die b erfiillen.

iterate(v ; init | exp)

Fiir jedes Element v in M wird exp ausgewertet unter Verwendung des in init
initialisierten Akkumulators.
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6 Object Constraint Language (1424345 = 11 Punkte)

Auf der linken Seite ist ein UML-Klassendiagramm abgebildet. Es modelliert den Zusammenhang zwischen
Studenten, Karten, Konten und Transaktionen: Ein Student besitzt eine Menge von Karten, die jeweils
mit beliebig vielen Konten verkniipft sein kénnen. Jedes Konto gehort dabei zu genau einer Karte. Jedem
Konto sind eindeutig eine Menge von Transaktionen zugeordnet, die alle Ein- bzw. Auszahlvorgéinge des
Kontos festhalten.

Vervollstéindigen Sie die folgenden OCL-Constraints geméfl der angegebenen natiirlichsprachlichen Be-
deutung.

a. Das Guthaben jedes inaktiven Kontos muss 0 betragen.

context Konto

inv: |not aktiv implies guthaben = 0

b. Jeder Student besitzt maximal ein Konto mit negativem Guthaben.

context Student
inv: |karte.konto->select(wert < 0)->asSet()->size() < 2‘

c. Der Wert max einer Karte entspricht dem hochsten Guthaben aller Konten der Karte. Verwenden
Sie hierbei die Funktion iterate, um dieses hochste Guthaben zu bestimmen. Sie kénnen davon
ausgehen, dass alle Guthaben der Konten nicht negativ sind.

context Konto
inv:

max = self.konto->iterate(k:Konto ; m:Integer=0 |
if k.guthaben > m then k.guthaben else m endif)
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d. Die Methode abheben(betrag : Integer) ist wie folgt spezifiziert:

Wenn zu Beginn der Methode gilt:
e Das Guthaben des Kontos ist grofier als der abzuhebende Betrag.

Dann gilt nach Ausfiithrung der Methode:
e Das Guthaben des Kontos ist um betrag verringert.

e Es existiert nach Ausfithrung dieser Methode eine Transaktion des Kontos mit entsprechendem
Wert.

e Die Menge der Transaktionen des Kontos ist um eins grofler als zu Beginn der Ausfithrung der
Methode.

Dass die ,erzeugte” Transaktion nicht bereits zu Beginn vorhanden war, miissen Sie hier nicht
spezifizieren.

context Konto::abheben(betrag: Integer)
pre:

self.guthaben > betrag

post:

self.guthaben = self.guthaben@pre - betrag
and self.transaktion->exists(wert = betrag)
and self.transaktion->size() = self.transaktion@pre->size() + 1
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7 Beweis Aussagenlogik (6 Punkte)

Gegeben seien die folgenden zwei Tableauregeln eines aussagenlogischen Tableaukalkiils. Dabei sind A und
B jeweils aussagenlogische Formeln. Aus der Vorlesung ist Thnen die (korrekte) Regel R1 bereits bekannt.
Die Regel R2 ist im Gegensatz zu R1 nicht korrekt.

R2:
R1:

1(AV B
1(AV B) 1A( 1B)
1A| 1B

0B| 0A

Zeigen Sie durch Angabe eines Gegenbeispiels, dass die Regel R2 nicht korrekt ist. Geben Sie dazu eine
nicht unerfiillbare, aussagenlogische Formel F' an, zu der sich unter Verwendung der Regel R2 trotzdem
ein geschlossenes Tableau mit der Startmarkierung 1 F konstruieren lisst. Geben Sie das entsprechende
Tableau an.

L(pVp):
1p-2 1pa
Ops Op s




