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Mit [nicht Physik] gekennzeichnete Aufgaben miissen von Studenten der Phy-
sik nicht bearbeitet werden.

Aufgabe 7.1 (1 +1+ 2+ 2 = 6 Punkte) [nicht Physik]
Es seien Constpy = {}, Varpy = {x,y,z}, Funpy = {} und Relp; = {E, =} mit
ar(E) = 2, und es sei F die pradikatenlogische Formel

—3x(E(x,y) v ~VzVxVy(E(x,z) A E(y,z) = x =7))

a) Geben Sie all jene Variablen an die frei und all jene die gebunden in F
vorkommen.

b) Geben sie eine Substitution ¢ an, die nicht kollisionsfrei fiir F ist.

c) Geben Sie eine Interpretation (D1, ;) und eine Variablenbelegung B1 so
an, dass valp, 1, s, (F) = w gilt.

d) Geben Sie eine Interpretation (Dj, ;) und eine Variablenbelegung B, so
an, dass valp, 1, 5,(F) = f gilt.

Losung 7.1

a) Nur die Variable y kommt frei in F vor. Genau die Variablen x, y und z
kommen gebunden in F vor.

b) Die Substitution o7y /)y leistet das Gewtiinschte.

c) Die Interpretation (D1, ;) = ({0,1}, <) und die Variablenbelegung B1: Varp, —
D, v — 0, leisten das Gewlinschte.

d) Die Interpretation (Dy, I;) = ({0,1}, <) und die Variablenbelegung B,: Varp; —
D, v — 1, leisten das Gewlinschte.

Aufgabe 7.2 (2 + 2 + 2 = 6 Punkte) [nicht Physik]
Formulieren Sie die folgenden Aussagen als Formeln in Pradikatenlogik:

a) Nicht alle Vogel konnen fliegen.

b) Wenn es irgendjemand kann, dann kann es Donald Ervin Knuth.

c) John liebt jeden, der sich nicht selbst liebt.
Anmerkung: Die Alphabete der Konstantensymbole, Variablensymbole, Funkti-
onssymbole und Relationssymbole miissen Sie nicht explizit angeben, da diese
implizit aus den Formeln hervorgehen.

Losung 7.2

a)
Ix(Vogel(x) A ~flugfaehig(x))

b)

Jdx(kann_es(x)) = kann_es(knuth)

<)

Vx(—1liebt(x,x) — liebt(John,x))

Aufgabe 7.3 (4 Punkte) [nicht Physik]



Es seien G und H zwei pradikatenlogische Formeln. Beweisen Sie, dass die pra-
dikatenlogische Formel

(3x(G - H)) — (vxG — 3xH)
allgemeingiiltig ist.

Losung 7.3
Nebenbei: Tatsdchlich ist sogar die pradikatenlogische Formel

3x(G = H)) < (vxG —» 3xH)

allgemeingiiltig (siehe Ubung).

Beweis: Es sei (D, I) eine passende Interpretation und es sei  eine passende
Variablenbelegung. Weiter sei U = (3x(G — H)) und es sei V = (vxG — VxH).
Geméf3 der Definition von valp g fiir Implikationen gilt valp;g(U — V) =
by (b=(valp,1,5(U)),valp,1,5(V)).

Fall 1: valp,;g(U) = f. Gemif der Definitionen von b- und by, gilt dann valp j g(U —
V) =w.

Fall 2: valD,I,[.;(LI) = w. Geméf der Charakterisierung von valp | g flir existenz-
quantifizierte Formeln gibt es somit ein d € D so, dass valD/Lﬁg(G —
H) = w. Gemif der Definition von valp ;¢ flir Implikationen gilt damit

bv(bﬁ(valD/Lﬁg(G)),valD/Lﬁg(H)) = w.

Fall 2.1: valp | 4a(G) = w. Dann gilt valp | ge(H) = w. Geméf der Cha-
rakterisierung von wvalp g fiir existenquantifizierte Formeln aus der
Vorlesung gilt somit valp ;5(3xH) = w. Geméafs der Definition von
valp, g fiir Implikationen gilt also valp  5(vxG — 3xH) = w.

Fall 2.2: valp, | 44(G) = f. Gemaf der Definition von valp,j g fiir allquantifi-
zierte Formeln gilt somit valp ; 5(VxG) = f. Gemaf der Definition von
valp,1 g fiir Implikationen gilt also valp 1 4(vxG — 3xH) = w.

In beiden Fallen gilt valp ; 5(V) = w. Gemaf der Definitionen von b- und
by gilt folglich valp 1 g(U - V) = w.

In beiden Fllen gilt valp 1 5(U = V) = w.

Aufgabe 7.4 (4 Punkte) [nicht Physik]
Es seien Constp; = {}, Varp; = {X, y}, Funp; = {} und Relp; = {B,R, :} mit
ar(B) = 1 und ar(R) = 2. Weiter sei F die pradikatenlogische Formel

Ix(B(x)) A Vx(B(x) < Vy( =R(y,y) < R(x,y)))

Beweisen Sie, dass F unerfiillbar ist, das heifit, dass fiir jede passende Interpre-
tation (D, I) und jede passende Variablenbelegung B gilt: valp j s(F) = f.



Hinweis: Fiir alle pradikatenlogischen Formeln G und H, jede passende In-
terpretation (D, I) und jede passende Variablenbelegung B gilt:

valp,14(G < H) = w genau dann, wenn valp ; s(G) = valp 1 g(H).

Losung 7.4
Nebenbei: Liest man das Relationssymbol B als ,ist ein Barbier” und das Relati-
onssymbol R als ,rasiert” so lautet F umgangssprachlich: Es gibt einen Barbier
und Barbier ist genau der, der all jene rasiert, die sich nicht selbst rasieren. Die
Unerfiillbarkeit von F bedeutet also, dass es keinen Barbier geben kann, der all
jene rasiert, die sich nicht selbst rasieren.

Beweis: Es sei (D, I) eine passende Interpretation und es sei  eine passende
Variablenbelegung. Weiter sei F; = 3x(B(x)) und es sei F, = Vx(B(x) <> Vy(—=R(y,y) < R(x,y))).
Dann gilt F = F; A F,. Ferner gilt

UlllD,L‘B(Fl A Fz) = b/\ (valD,L,g(Pl),valD,Lﬁ(Fz)).

Fall 1: valp 1g(F) = f. Geméf der Definition von b, gilt damit valp j5(Fi A F2) =
f.

Fall 2: valp jg(F1) = w. Geméaf3 der Charakterisierung von valp g existenquan-
tifizierte Formeln aus der Vorlesung gibt es somit ein b € D so, dass
valp 1 gr (B(x)) = w. Gemdf der Definition von valp, | (g )0 fiir negierte For-
meln und atomare Formeln gilt damit

WID,I,(ﬁg)}b,(ﬁR(Y’Y) = b~( WZDI(/sb) v (R(y,¥)))

_ { ), falls ((B2)5(y), (BL)b(y)) € I(R),

sonst,

{ falls € I(R),

sonst,

und analog gilt

w, falls (b,b) € I(R),

mlDl(ﬁb) y (R y) = {f sonst

Gemaifs der Hinweises gilt somit WlD,I,(ﬁE;)? (-R(y,y) < R(x,y)) = f. Gemif
der Definition von valp j g fiir allquantifizierte Formeln gilt also valp, | gt (Vy(—R(y,y) < R(x,y))) =
f. Wegen valp; | g (B(x)) = w und gemaf des Hinweises gilt folglich valp ; g (B(x) <
vy(—R(y,y) < R(x,y))) = f. Geméfs der Definition von valp j g ftir allquan-
tifizierte Formeln gilt damit valp j4(F2) = f. Schliefilich gilt valp j4(Fi A

K) =f.

In beiden Fallen gilt valp ; g(F) = f.



