Grundbegriffe der Informatik
Musterlosung zu Aufgabenblatt 6

Aufgabe 6.1 (2+3-+1 Punkte)

Gegeben sei das Wort w = aacbcbbaccabbcbeccccabeeccbebecccabecccab iiber
{a,b, c}.

a) Zerlegen Sie w in Dreierblocke und geben Sie fiir jeden Block an, wie haufig er
in w vorkommt.

w = aac bcb bac cab bcb ccc cab ccc becb ccc cab ccc cab

Block | Haufigkeit
aac 1
bcb 3
bac 1
cab 4
ccc 4

b) Konstruieren Sie den fiir den Huffman-Code benétigten Baum.

¢) Geben Sie die Codierung von w mit dem zu dem Baum gehérenden Huffman-
Code an.

Das codierte Wort ist 0000100110011110110111101110



Aufgabe 6.2  (2+2+2 Punkte)

Sei G = (V, E) ein gerichteter Graph.
Zeigen Sie:

a)

Falls gilt: Vo € V : d™(v) > 1, dann gibt es fiir jedes k € Ny einen Pfad der
Lange k in G.

Fiir G gelte: Yo € V : d*(v) > 1.

Induktionsanfang: £k = 0: Sei v € V beliebig. Dann gibt es den Pfad (v) der
Lénge 0. /

Induktionsvoraussetzung: Fiir ein beliebiges, aber festes k € Ny gilt: Es gibt
einen Pfad der Lénge k in G.

Induktionsschritt: Wir zeigen, dass es dann auch einen Pfad der Lénge k + 1
in G gibt:

Nach Induktionsvoraussetzung gibt es einen Pfad (vg, ..., vx) der Lénge k in G.
Nach Voraussetzung gilt d*(vx) > 1, das heit Jupy € {y | (z,y) € E).

Dann ist (vo, ..., vk, vk41) ein Pfad der Lange k + 1 in G.

(Details, dessen Fehlen keinen Punktabzug gibt: Nach Induktionsvoraussetzung
gilt Vi € Gy : (v;,v;01) € E. Weiterhin gilt (vg,vry1) € E, und damit folgt
Vi € Gryr @ (vi,vi41) € E.

Damit ist (vo,...,vg+1) ein Pfad der Lénge £+ 1 in G.)

G ist kein gerichteter Baum falls gilt: Vo € V' : d*(v) > 1.
(Hinweis: Verwenden Sie Teilaufgabe a) mit k£ > |V].)

Fir G gelte: Yo € V 1 dt(v) > 1.

Wie in Teilaufgabe a) gezeigt, gibt es in G einen Pfad jeder beliebigen Lénge,
also insbesondere einen Pfad der Lénge k = |V|.

Dies bedeutet, dass wir einen Pfad (vy, ..., vy|) finden kénnen.

Es gilt [{vo..., vy} < |V| = Es gibt i, j € Gyj41 mit ¢ < j und v; = v;.
Angenommen, G wéare ein Baum und r die Wurzel von G. Nach Definition gibt
es dann einen Pfad von r nach v;. Fiigen wir an diesen Pfad den Pfad (v;,...v;)
an, so erhalten wir einen weiteren Pfad von r nach v; = v;, was jedoch in einem
Baum nicht moglich ist.

Somit kann G kein gerichteter Baum sein.

Falls gilt: 3v € V : d~(v) > 2, ist G kein gerichteter Baum.

Fiir G gelte Jv € V : d~(v) > 2. Sei v € V ein Knoten, fiir den d™ (v) > 2 gilt.
Das bedeutet, dass es zwei verschiedene Knoten vy, v, € V' gibt mit Vi € {0, 1} :
(v;,v) € E.

Angenommen, G sei ein gerichteter Baum und r € V' die Wurzel von G.

Dann gibt es nach Definition einen Pfad von r nach v; und einen Pfad von r
nach v,.

Fiigt man fiir ¢ € {0,1} an den Pfad von r nach v; den Pfad (v;,v), erhélt man
einen Pfad von r nach v, der als vorletzten Knoten v; enthélt, und einen Pfad
von r nach v, der als vorletzten Knoten v, enthélt.



Diese beiden Pfade sind verschieden, was nach der Definition von gerichteten
Baumen nicht vorkommen darf.

Aufgabe 6.3 (3 Punkte)
Zeichnen Sie moglichst viele ungerichtete Graphen mit vier Knoten, so dass gilt:
e Jeder Graph ist zusammenhéngend.

e Jeder Graph ist schlingenfrei.
e Kein Graph ist isomorph zu einem der anderen Graphen.
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Aufgabe 6.4 (3+2-+2 Punkte)

Eine Zahl n ist genau dann eine Primzahl, wenn sie eine positive ganze Zahl ist und
genau zwei Teiler hat, ndmlich 1 und n. Insbesondere ist 1 keine Primzahl.
Fiir n € N, sei der Graph G,, = (V,,, E,,) gegeben durch

Vo, ={m e Ny | m teilt n}
E, ={(k,m) € V;, X V,, | k teilt m A 7t ist eine Primzahl.}

a) Zeichnen Sie G2, G und Gg.
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b) Geben Sie eine hinreichende und notwendige Bedingung fiir n € Ny an, damit
(,, ein Baum ist.

G, ist genau dann ein Baum, wenn es eine Primzahl p und ein k € Ny gibt, so
dass n = pF gilt.



(Alternativ: GG, ist genau dann ein Baum, wenn es hochstens eine Primzahl gibt,
die n teilt.)

Zeigen Sie: Vn,m € N, : n teilt m = G,, ist Teilgraph von G,,.

Za zeigen ist: n teilt m = V,, CV,, und

n teilt m = E, C E,,.

Es gelte also n teilt m.

V, C V.. Sei v € V,, beliebig. Nach Definition gilt v teilt n.

Es gilt somit dk; € Ny : kyn = m und Jky € Ny : kov = n = kikov = m = v teilt
m. (Dieser Schritt ist deutlich ausfiihrlicher als die Feststellung, dass v, wenn es
n teilt, auch m als Vielfaches von n teilt, die volle Punktzahl gébe.)

Damit folgt v € V,,,, und es gilt somit V,, C V,,.

E, C E,: Sei (z,y) € E,.

Wir haben gezeigt, dass dann x € V,, Ay € V,,, gilt. Aufserdem gilt nach Definition
von E,: x teilt y und £ ist eine Primzahl.

Damit folgt (x,y) € E,, und somit E,, C FE,,.

Damit ist gezeigt, dass GG, ein Teilgraph von G, ist.



