Losungen zu den Aufgaben von Anfang August

Aufgabe 24

Die Wahrheitswerte von AV —A = B und B sind immer gleich:

Der Wahrheitswert von A V —A ist immer wahr, da immer entweder A oder —A
den Wahrheitswert wahr hat.

Betrachtet man die Tabelle fiir die Wahrheitswerte von C' = B, stellt man fest,
dass der Wahrheitswert immer gleich dem Wahrheitswert von B ist, falls der Wahr-
heitswert von C' wahr ist:

¢ B C=8_HB
0 O 1
0 1 1
1 0 0
1 1 1

Damit ist die Behauptung gezeigt.

Der Wahrheitswerte von A A =A = B ist immer wahr:

Der Wahrheitswert von A A —A ist immer falsch, da immer entweder A oder —A

den Wahrheitswert falsch hat.

Betrachtet man die Tabelle fiir die Wahrheitswerte von C' = B, stellt man fest,

dass der Wahrheitswert immer wahr ist, falls der Wahrheitswert von C' falsch ist:
¢ B C=B

0 O 1
0 1 1
1 0 0
1 1 1

Damit ist die Behauptung gezeigt.

Aufgabe 25

Die Funktion F : A* — A* wird rekursiv definiert durch:
F(e)=¢

Vw e A*z € A: F(wz) = F(w) f(x).

Aquivalent zur zweiten Zeile:

Vw e A*z € A: F(aw) = f(z)F(w).

Aufgabe 26

a) 18 = 2,29 = 3,10 =4, 211 = 6,712 = 9,713 = 13.



b)

Vergleichswerte: 2,3,4,6,8,12
Die Werte von xg bis x13 sind jeweils mindestens so grofl wie die Vergleichswerte.
Dies kann zur Vermutung fiihren:

Fiir n € N* gilt: 29,46 > 2" und xg,,47 > 2" + 2771,

Nein.

Wir zeigen zuerst, dass fiir alle n € NT gilt: 29,6 > 2" und @9, .7 > 2" + 2771
und 9,15 > 2" .

Induktionsanfang: i = 1:

T2.146 =— g = 2 Z 21
Toqipr =xg=3>2"+2°
Toats = T19 = 4 > 211

Induktionsannahme: Die Behauptung gilt fiir ein festes n € N*.
Induktionsschritt: Dann gilt die Behauptung auch fir n + 1:

T2.(n41)46 = Ton48 = 27! nach Induktionsvoraussetzung
L9.(n1)47 = Ton+9 = Topgs + Topge > 20T + 27 = 27+ 4 27H1=1 pnach Indukti-
onsvoraussetzung

To(nt1)+8 = L2n110 = Lont9 + Tont7 = Tongs + Tongr + Tonye > 27T+ (27 +
27~1) 4 2" nach Induktionsvoraussetzung.
2n+1 + (211 + 2n71) 4 on > 2n+1 +2.9n — 2n+1 + 2n+1 —=92. 2n+1 — 2n+1+1

Damit ist die Behauptung gezeigt.
Insbesondere gilt fiir gerade n > 8: z,, > 2",

Angenommen, es gibt ein k € Ny, so dass gilt z(n) € O(n*). Dann muss es ein
¢ > 0 und ein ny € Ny geben, so dass fiir alle n > ng gilt: ecn® > x(n).

Insbesondere gilt dann fiir alle geraden n > max{8,ng} : en® > 23"
Quadrieren auf beiden Seiten fithrt zu c¢2n? > 276,

Multiplikation von 26 auf beiden Seiten fithrt zu (26¢2)n?* > 2n.

Wir withlen nun ky = 2k + 1 und erhalten fiir gerade n > max{8, ng, 26c*}:
nko = n2k .n > (26c%)n* > 2,

Insbesondere gilt fiir k; > ko : nFt > nko > 27 falls n > max{8, ng, 26c%} gilt
und n gerade ist. Wir kénnen ein k; also auf jeden Fall so wihlen, dass k; > 5
gilt und n¥* > 2" fiir hinreichend grofe gerade n gilt.

Wir withlen d > 1 nun so, dass n = 291 > max{8, ng, 26¢?} gilt.

Dann gilt 29k1k1 = k1 > 9271



Zieht man auf beiden Seiten den Zweierlogarithmus, erhélt man:
dk? > 24. 2% (1)

Wir zeigen durch vollstindige Induktionen, dass fiir d > 1 gilt: 2¢ > d und fiir
ki > 5 gilt: k? < 2k;.

d < 2%
Induktionsanfang: d = 1: 1 < 2! = 2 stimmt.
Induktionsannahme: Fiir ein festes d > 1 gilt d < 29.

Induktionsschritt: d — d + 1: 24t = 24 4 24 >~ ¢ + 29 pnach Induktionsvoraus-
setzung.

d+2¢>d+2>d+1fird>1.

k3 < 2k

Induktionsanfang: k; = 5: 5% = 25 < 32 = 2° stimmt.
Induktionsannahme: Fiir ein festes k; > 5 gilt k2 < 2kt
Induktionsschritt: k; — &y + 1:

oMt = 9k 4 9k > k2 4 k2 nach Induktionsvoraussetzung.
K2+ k2> k¥ +5k =k + 4k + k> k3 +2k +1=(k + 1)
Somit gilt: dk? < 242k

Dies ist ein Widerspruch zu (I), und somit kann es kein & € Ny geben, fiir das
gilt: z(n) € O(nk).

Aufgabe 27

a) Ly ={w € {a,b}*} = {a,b}".
Ly ={w € {a,b}*} = {a, b}"*.

b) Yn € Ny : L, = {a,b}*.

Aufgabe 28
Die konkatenierten Wérter im Folgenden liegen jeweils in L.
a) aaabbb ¢ L*.

b) bbaaa ¢ L*.



c) aabaaaba = aaba - aaba € L*.

d

)

) baaaaba = ba - aaaba € L*.
e) aababbbb € L C L*.

)

f) abababab = abab - abab = aba - ba - bab € L*.

Aufgabe 29

a) G = ({5}, {a,b},S,{S — aSb| Sb | b})
b) G = ({S},{a,b}, S, {S = as})

Hinweis: Wichtig ist, dass die Grammatik die leere Menge erzeugt; dies kann

auf sehr viele unterschiedliche, beliebig komplizierte Arten gemacht werden!

C) G = ({S, 51,52}, {a,b},S, {S — aSh | Sl | 52,
S1 — aS) | a,
Sy — Sob | b})

d) G = ({S, 51, SQ}, {a,b}, S, {S — 5152,
Sl — aSlb | Slb | b,
Sy — aSb | aS | a})

Aufgabe 30

a) G= ({5}, {a,b},5,{5 = aS|bS|e})
Diese Grammatik erzeugt {a,b}*, eine Menge, die fiir jedes n € Ny genau 2"
Worter der Lange n enthélt.

b) G = ({5}, {a,b},5,{FS = a5 |€})
Diese Grammatik erzeugt {a}*, eine Menge, die fiir jedes n € Ny genau 1 Wort
der Lange n enthélt, ndmlich a™.

c) G=({S},{a,p},5.{S —aS [ Sb|a})

Diese Grammatik erzeugt {a"p™ | n > 1,m € Ny}, eine Menge, die fiir jedes
n € Ny genau n Worter der Lénge n enthélt, ndmlich die n Worter der Form
a"b" F mit 1 <k <n.



Aufgabe 31

a)

b)

=< ist reflexiv: Sei w € A* beliebig. Dann gilt fiir u = v = € : vwv = w, und
nach Definition folgt w <, womit Reflexivitéit gezeigt ist.

=< ist nicht symmetrisch: Sei x € A. Dann gilt fiir u = v = x : uzv = xaxx und
damit x < xzx. Wire < symmetrisch, miisste ebenfalls gelten zxx < z.

Angenommen, es gibe u',v" € A*, so dass v'xxxv’ = x gilt. Betrachtet man die
Langen der Worter auf beiden seiten, erhélt man:

|W/| + |V + 3 = |[vzza| = |z] =1
und damit |u'| 4+ |v'| = —2, was nicht moglich ist.

Somit kann < nicht symmetrisch sein.

< ist antisymmetrisch: Wir betrachten w,w’ € A* mit w < w’ und w’ < w.
Dann gibt es nach Definition u, v, v,v" € A* mit vwv = w’ und v'w'v' = w.

Es folgt u/uwvv’ = w. Wir betrachten wieder die Langen der Worter auf beiden
Seiten und erhalten |u'|+|u|+|w|+|v|+|v'| = |w| und damit |u|+|u'|+|v|+|v'| =
0, was bedeutet, dass u = u' = v = v/ = € gelten muss.

Damit folgt w = ewe = w’ was die Antisymmetrie beweist.

=< ist transitiv: Wir betrachten wy, wo, w3 € A* mit w; < wy und wy < ws.
Dann gilt: Es gibt u, v,u’,v" € A* mit uw,v = wy und v'wov’ = ws.

Es folgt v/uwivv’ = ws, und damit gilt nach Definition auch w; =< ws, da
u'u, v’ € A* gilt.

Aufgabe 32

Eine Codierung ist eine injektive Abbildung von einer formalen Sprache L 4 in eine
formale Sprache Lg.

Eine Codierung c: L4 — L heifit préfixfrei, falls gilt:

YVwy,wy € La @ e(w) ist Prafix von c(wy) <= w; = ws.

Aufgabe 33

a) Das Wort zerlegt in Dreierblocke: 001 111 110 111 110 111 010 111 110 111

Die Héaufigkeiten:

001 | 111 | 110 | 010
1[5 ]3]1




c¢) Die Codierung lautet: 000 1 01 1 01 1 001 101 1

Aufgabe 34

a) Ein ungerichteter Baum, der genau n Kanten enthélt, muss genau n+ 1 Knoten
enthalten.

b) Ein gerichteter Baum, der genau n Kanten enthélt, muss genau n + 1 Knoten
enthalten.

c) Wir betrachten einen gerichteten Baum G = (V, E') und bestimmen als erstes
den Eingangsgrad eines Knotens v, der nicht die Wurzel r ist:

Da es einen Weg von r nach v gibt, muss v mindestens den Eingangsgrad 1
haben.

Angenommen, es gibt zwei verschiedene Knoten u, w, so dass es eine Kante von
u nach v und eine Kante von w nach v gibt.

Nach Definition gibt es einen Weg von r nach u und einen Weg von r nach
w, und damit mindestens zwei Wege von r nach v: Einen weg, der als letzten
Knoten vor v den Knoten u enthélt, und einen, der vor dem Knoten v den
Knoten w enthélt.

Dies ist ein Widerspruch zur Definition, also muss jeder Knoten v aufler der
Wurzel den Eingangsgrad 1 haben.

Bs gilt: n = [E] = {(z,y) | (z,9) € B} = 2,y H(z,y) | (2,9
2oyev x| (2,y) € B} =30 e indeg(y) = 043 epy 1= IV {

Somit folgt n = |V| — 1 und damit |V| =n + 1.

) € B}| =
|



Angenommen, es gibe einen ungerichteten Baum mit genau n Kanten und
m # n + 1 Knoten. Indem man einen Knoten als Wurzel wihlt, konnte man
dann einen gerichteten Baum mit n Kanten und m Knoten konstruieren. Dies
ist jedoch, wie oben gezeigt, nicht moglich.

Also muss die Aussage auch fiir ungerichtete Baume stimmen.

Aufgabe 35

Wir betrachten den (iiberschaubareren) Graphen G’ = (V, E) mit V = {0, 1, 2}?
und E = {{zy,yz} | z,y, 2z € {0,1,2}undx # y}.

(Der in der Aufgabe angegebene Graph wiirde den Rahmen einer Klausuraufgabe
bei weitem sprengen!)

a)
b) Ein solcher Weg ist (00, 02, 22,21, 11, 10, 02, 21, 10, 00, 01, 11, 12, 22, 20, 01, 12, 20, 00)

011100100
100011100
10010O00O0T11
101010010
c) 01 0101O010
010010101
110001001
001110001
001001110



Aufgabe 36

a) E ist eine Teilmenge von V' x V' kurz: E CV x V.

b) Falls der Eintrag in Zeile ¢ Spalte j 1 ist, liegt (7,7) in F; ist der Eintrag 0,
liegt (7, 7) nicht in E.

Weitere Fille gibt es nach Definition der Adjazenzmatrix nicht.
¢) Wenn G schlingenfrei ist, befinden sich auf der Diagonalen von A nur Nullen.

d) Es gibt 27°=n verschiedene schlingenfreie Graphen mit der Knotenmenge V:

Jede Matrix iiber {0,1}, die nur Nullen auf der Diagonalen enthélt, ist Adja-
zenzmatrix eines Graphen. Man hat also n? — n Eintrige, fiir die man jeweils
einen Eintrag aus {0,1} wéhlen kann (n - n Eintrdge, von denen n auf der
Diagonalen liegen), was zur angegebenen Anzahl fiihrt.

e) Die Wegematrix eines Graphen G enthélt eine 1 in Zeile i Spalte j, falls es
einen Weg von ¢ nach j in G gibt, und eine 0 sonst.

f) Wenn G streng zusammenhéngend ist, besteht die Wegematrix von G nur aus
Einsen.

Aufgabe 37

a) Fiir alle ¢ > 4.
b) Fiir alle ¢ > 1.

c) Fir alle ¢ > 2.

Aufgabe 38

a) RoR=R

b) Wir zeigen, dass R in R o R enthalten ist:

Sei (z,7) € R. Da R eine Aquivalenzrelation ist, gilt auch (y,y) € R. Somit
gilt fir 2z =y : (z,2) € RA(2,y) € R.

Nach Definition von R o R gilt somit auch (x,y) € R o R.



Nun zeigen wir, dass Ro R in R liegt:

Sei (z,y) € R o R. Dann gibt es nach Definition ein z € M, so dass gilt:
(x,2) € RA(z,y) € R.

Da R als Aquivalenzrelation transitiv ist, folgt (x,y) € R.
Damit gilt RC RoRund RoRCR= R=RoR.

c) R* =R.
d) Es gilt R* = J2, R
Wir zeigen per Induktion iiber i dass fiir i > 1 gilt: R = R.
Induktionsanfang: i = 1: R! = R stimmt.
Induktionsannahme: Fiir ein festes i € N* gelte R = R.
Induktionsschritt: Wir berechnen R*1:
R = R'o R = Ro R nach Induktionsvoraussetzung.
Andererseits gilt R o R = R nach Teilaufgabe a).
Somit folgt R = R, wie zu zeigen war.
Da R eine Aquivalenzrelation und damit reflexiv ist, muss R’ = {(z,z) | = €
M} C R gelten.
Es folgt: R* = J;2, R = R°UUJ;, R" = R°UJ2, R=R°UR=R,daR°C R
gilt.
Aufgabe 39



Aufgabe 40

A= (Zl X ZQ, (201,202),X, f, F x FQ) mit
fZ(Z1><Z2)XX—)Z1XZ2
((21522), ) = (fi(21,2), fa(22, 2)).

Idee: Die beiden Automaten laufen pparallelnneben einander her; ein Wort wird
genau dann akzeptiert, wenn beide Automaten in einem akzeptierenden Endzu-
stand aufhoren.

Aufgabe 41

1. (a|b)(aa|ab|ba |bb)* oder (a|b)((a|b)(a]|b))x*
2. (a((a|b)(a|b)) *Db) | (b((a|b)(a|b))*a)
3. (a|b) xba(a|b)x

-

4. (b*aa*xbb)* (bk | bxaax |b*aa*xb)

Aufgabe 42
a) aaabbabaa

10



b) aaabbabaa
aaabbabaa
aaabbabaa
aaabbabaa

c) aaabmabaa

d) aaba (Hinweis: Kurzzeitig stand filschicherweise aaaba in der Aufgabenstel-
lung.)

e) wimws

11



