Losungen zu den Weihnachtsaufgaben

Aufgabe 1

Die Wahrheitswerte von A = =B und B = —A sind immer gleich.
Dies kann man anhand einer Tabelle fiir die Wahrheitswerte sehen:

A B A= -B B=-A

0 0 1 1

0 1 1 1

1 0 1 1

1 1 0 0
Aufgabe 2

a) Nach Definition gilt:
f(abbab) = aaf(bbab) = aabbf(bab) = aabbbbf(ab) = aabbbbaaf(b) =
aabbbbaabb f(¢) = aabbbbaabb.
b) Induktionsanfang: n = 0: Dann ist w = € und es gilt
[f(w)] = [f(e)] = [e] =0=2-0=2l¢| = 2Jw].
Induktionsannahme: Fiir beliebiges aber festes n € Ny gelte:
Yw e A™ ¢ | f(w)| = 2|w|.
Induktionsschritt: Es sei w € A", Dann gibt es w’ € A" und x € A, so dass
w = zw gilt.
Es folgt: | f(w)] = [f(zw')] = [z2f(w')| = 2+ [f(w')]
Nach Induktionsannahme gilt | f(w')| = 2|w’|, und es folgt:
[f(w)] =2+ [f(w)] =2+ 2Jw| = 2(1 + |w']) = 2[zw| = 2|w].
Damit ist die Behauptung gezeigt.

c) f verdoppelt jedes Zeichen des Wortes.

Aufgabe 3

a) F2:F1+F0:1+0:]_
Fy=F+F=14+1=2
Fy=F34+F=24+1=3
F5:F4+F3:3+2:5
Fs=F+F,=5+3=238



b) Wir zeigen durch Induktion, dass fiir alle n € Ny gilt:
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Induktionsanfang n = 0: Es gilt L((%)0—(1’\/5)0) ==(1-1)=0=F,
und %((12%3)1 _ (1—2\/5)1) _ %1—#\/3514—\/5 — 12
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Induktionsschritt: Induktionsannahme: Fiir ein beliebiges aber festes n € Ny

gelte
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Induktionsschritt: Ganz am Ende benutzen wir F,, o = F,, 11 + F},.
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Aufgabe 4

a) L = {aa, ab,ba,bb},

Ly =

{aaaa, aaab, aaba, aabb,
abaa, abab, abba, abbb,
baaa, baab, baba, babb,
bbaa, bbab, bbba, bbbb}.

b) L, = A?".

Aufgabe 5

Alle Worter liegen in L*. Im folgenden werden beispielhaft Unterteilungen ange-
geben.

a) aaabbb € L

b) bbb aaa oder bb ba aa

c) aaba aaba

d) ba aaaba

e) aababbb € L

f) bababa € L

Man konnte aber auch immer die triviale Unterteilung in lauter einzelne Buchsta-
ben hinschreiben, dann es gilt sowohl a € L als auch b € L.

Aufgabe 6

Jedes Wort w € L enthélt das Teilwort ab oder das Teilwort ba; somit enthélt
jedes Wort w € L mindestens ein a und mindestens ein b.
Sei w ein Wort, das mindestens ein a und mindestens ein b enthélt.

1. Fall: w beginnt mit a.

Sei i die erste Stelle, an der in w ein b steht, fir das also gilt: w(i) = b. Da
w mindestens ein b enthélt, muss es ein solches ¢ > 1 geben.

Dann muss w(i—1) = a gelten, und w enthélt das Teilwort ab, was bedeutet,
dass sich w schreiben lésst als wjabws mit wy, ws € {a,b}*.

Somit liegt w in L.



2. Fall: w beginnt mit b.

Indem man in obiger Begriindung die Zeichen a und b vertauscht, erhalt
man:

Es gibt wy, we € {a,b}*, so dass w = wibaws gilt und somit w € L gilt.

Aufgabe 7

a)
b)

N={S,X},P={S — XabX | XbaX, X — XX |a|b]|e}.

S = XbaX = baX = baXX = baXXX = baXXb = baXab = baaab.

Aufgabe 8

a)

S= [S1S=[S1[S1S = [S]1[S]=[S100=[101.
S = [51S = [[S151S = [[1S1S = [[11S= [[]].

In L(G) sind genau die korrekten Klammerausdriicke mit eckigen Klammern
enthalten.

Achtung: Lassen Sie sich nicht dadurch verwirren, dass im folgenden der Dop-
pelpfeil = in zwei Bedeutungen vorkommt: als Ableitungspfeil bei Grammati-
ken und zur Notation logischer Implikation.

Sei w e {[,1,5}.
Wir zeigen per Induktion: Vn € Ny : (S =" w) = Ni(w) = Ny(w).
Induktionsanfang: n = 0: S =0 w; dann ist w = S, also N¢(w) = Ny(w) = 0.

Induktionsannahme: Fiir ein beliebiges aber festes n € Ny gelte: Vw € {[,1,5}* :

Induktionsschritt: Es gelte S ="+ w.
Dann gibt es ein v’ = wySwy mit wy, we € {[,1, 5}, so dass gilt:
S =" wSwy = w und w € {wywsy, wy [S1Swsy}.

Es gilt nun nach Induktionsvoraussetzung N¢(w’) = Ny (w') und damit

Ni(wr) + Ni(wz) = Ny (w1) + Ny (w).

Es folgt Ni(wiwz) = Ni(w1) + Ne(ws) = Ny(wi) + Np(w2) = Ny(wiwz) und
N[(w1 [S] SU)Q) = N[(w1)+1—|—N[(w2) = N] (w1)+1—|—N] (U)Q) = N] (w1 [S] SU)Q)



In jedem Fall gilt fiir w: Ni(w) = Ny(w).
Damit ist die Behauptung der Induktion gezeigt.
DaVw € L(G) : S =* w gilt, folgt die zu zeigende Behauptung.

Aufgabe 9

1011001

a)

cbbaab

b)

c¢) Nein, es gibt kein solches Wort. Wiirde das Wort mit a beginnen, wére das
erste Zeichen der Codierung ungleich 0; wiirde das Wort mit b beginnen, wére
das zweite Zeichen der Codierung ungleich 0; Wiirde das Wort mit ¢ beginnen,
wire das dritte Zeichen der Codierung ungleich 0. Damit kann keines der drei

moglichen Zeichen das erste Zeichen der Codierung sein, und es gibt kein Wort
w € {a,b, c}*, fiir das C(w) = 000100001 gilt.

d) C'(a) = 1,C"(b) = 01, "(c) = 00

Aufgabe 10
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Aufgabe 11

a)

b) (000,001,010,100,101,011,110,111)

01234567

0{1 1000000

1110101000

2/0 1011000

c) 310 0100110

410 1. 1.0 0100

50 0011010

6/0 001 0101

70 00O OO0 11
Aufgabe 12

a) Achtung: Lassen Sie sich nicht schrecken. Wundern Sie sich nicht. Dieser Be-
weis war schwer.

Angenommen, es gibt einen zusammenhéngenden ungerichteten Graphen mit n
Knoten und weniger als n —1 Kanten. Sei G = (V, F') so ein zusammenhéngen-
der Graph mit einer minimalen Anzahl n von Knoten (das heifit, fiir jeden

6



zusammenhéngenden Graphen mit k£ Knoten und weniger als £k — 1 Kanten ist
k>mn).

Da ein Graph mit zwei Knoten und keinen Kanten nicht zusammenhéngend
ist, muss n > 3 gelten.

Wir wéhlen v € V' definieren G' = (V' \ {v}, £') mit £' = {(v1,v2) | (v1,02) €
ENvy,ve e VA {v}}.

Es gibt nun ein k € N, so dass wir k£ zusammenhéngende Teilgraphen G| =
Vi, Ey),...,Gr = (Vi, E)) von G’ finden koénnen, fiir die gilt:

Ui Vi=V\ {v} und

Ule E; = F' und

Vi,je{l,...,k}Vu; € V;Vvy € V; : Es gibt einen Pfad von v; nach vy = i = j.
Da fir 1 <i < k gilt |V;| < n, gilt fir 1 <i < k: |E;| > |Vi| — 1, da n die
kleinste Zahl war, fiir die es zusammenhéngende Graphen mit n Knoten und
weniger als n — 1 Kanten gibt.

Damit von v aus in G jeder Knoten aus erreichbar ist (was aus der Tatsache
folgt, dass G zusammenhéngend ist), muss es fiir 1 < ¢ < k jeweils mindestens
einen Knoten v; € V; geben, fiir den (v, v;) € F gilt; es muss also mindestens k
Kanten geben, die in £\ £’ liegen.

Abzéhlen ergibt: |E| > k+ S0 (Vi = 1) =S Vil = |V|-1=n—1im
Widerspruch zur Annahme.

Also muss jeder zusammenhéngende ungerichtete Graph mit n Knoten minde-
stens n — 1 Kanten besitzen.

Fiir n € Ny und n > 2 ist der Graph
G,=({0,1,....n—1},{ {i,i+ 1} | 0 <i < n —2}) zusammenhdngend und
enthélt n Knoten und n — 1 Kanten.

Aufgabe 13

a)

b)
)

Sei n > 9. Dann gilt:
P+ <nd+nt <nd4+n-nt <2n° <8 =9nd —nd® < nb—n® < nb—9nt.

Es folgt: ¥n > 9 : n5+9n® < 1-(n%—9n?) und somit gilt n®+9n3 € O(n—9n?).
2" € O(3"). 3" ¢ O(2").
2n € O(22). 221 ¢ O(21).



Aufgabe 14

Man zeigt z.B. die beiden Inklusionen:

e Sei g € O(f). Dann gilt nach Definition:

dng € Ng: Jej,c0 ERy 1V >mng 1 f(n) < g(n) < cof(n)
Es folgt Ing € Ny : 3y € Ry :Vn > ng : g(n) > 1 f(n) = g € Q(f) und
dng €Ng:3Jes €Ry :Vn>ng:g(n) <cof(n)=geO(f).

g
Damit gilt g € O(f) NQ(f) und es folgt O(f) C O(f) NQ(f).

e Sei g € O(f)NQ(f).

Dann gibt es nach Definition ni,ns € Ny und ¢1,c0 € R, so dass gilt:
Vn >mny:g(n) > e f(n) und Vn > ny : g(n) < caf(n).

Sei ng nun die grofere der Zahlen nq, no.

Dann gilt auch Vn > ng : g(n) > ¢1f(n) und Vn > ng : g(n) < caf(n).
Somit gilt: Ing € Ny : Jeg,c0 € Ry :Vn > ng e f(n) < g(n) < ceaf(n).
Somit gilt g € ©(f) und es folgt O(f) N Q(f) C O(f).

Also gilt insgesamt O(f) N Q(f) = O(f).



